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El autor de este libro, Iván Matvéevich Vinográdov (nacido 
el 14 (2) de Septiembre de 1891), es uno de los más célebres 
matemáticos de la actualidad. Las investigaciones de 1. M. Vino- 
grádov están directamente ligadas a los estudios de la escuela de 
teoría de los números de Petersburgo, a la cual pertenecieron 
P. L. Chébishev (1821-1894), E. 1. Zolotariov (1847-1878), 
C. F. Voronoy (1868-1908) y otros eminentes matemáticos. 

El desarrollo de la teoría analítica de los números en la 
URSS durante los últimos 50 años está estrechamente relacio- 
nado con el nombre de Vinográdov y su escuela. Actualmente 
se han publicado más de 140 trabajos científicos de I. M. Vino- 
grádov, entre los cuales merecen especial atención las monografías 
fundamentales: «Un método nuevo en la teoría analítica de los 
números» (año 1937) y «Método de las sumas trigonométricas 
en la teoría de los números» (año 1947). En estas dos monogra- 
fias se condensan los resultados de todas las investigaciones an- 


teriores del autor, que contribuyeron a la creación de un nuevo 
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método en la teoría de los números. En la actualidad, éste se 
conoce como el método de Vinográdov de las sumas trigonomé- 
tricas. Los fundamentos de este método fueron creados ya por él 
mismo en el año 1934. Este es un método muy general, muy 
profundo y sumamente fecundo, mediante el cual I. M. Vino- 
grádov consiguió resolver los problemas clásicos de Goldbach, 
Waring y otros más. En las monografías de 1. M. Vinográdov 
desempeña un papel decisivo la acotación de las sumas trigo- 
nométricas múltiples, cuya introducción y estudio representaba 
de por si un éxito de grandisima importancia en la teoría de los 
números. Una de estas acotaciones viene expuesta en el presente 
libro (véase la pregunta 14 del capitulo VI). 

En esta reseña no tenemos posibilidad de hacer una exposición 
detallada de la obra científica de I. M. Vinográdov. Nos 
limitaremos solamente a enunciar algunos de sus resultados 


fundamentales. 
En el año 1917, 1. M. Vinográdov se dedica al problema del 


cálculo asintótico de los puntos enteros dentro de los circuitos 
(véanse en el cap. 11, las preguntas 1 a, b, c, d, e, 22 a, b y en 
el cap. III, las preguntas 5, 6). En su tiempo se ocupó de estos 
problemas G. F. Voronoy. Los resultados que obtuvo Voronoy 
para un caso particular (la hipérbola), los consiguió también 
Vinográdov para una clase muy amplia de circuitos, basándose 
en unas ideas geométricas más claras y empleando unos métodos 
analíticos más sencillos. En el año 1926, el matemático checo 


V. Yarnik demostró que estos teoremas no podian mejorarse 
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considerablemente. En el año 1963, 1. M. Vinográdov obtuvo 
también el resultado más exacto respecto del número F de puntos 
enteros en la esfera x? + y? + 22 < a?, Este número se expre- 
sa por la fórmula asintótica 

F=% na? 4-0 (aM/3 (ln a). 
Algunos de los resultados de 1. M. Vinográdov ya son clásicos. 
Por ejemplo, ya en el año 1918 demostró que la raíz primitiva 
mínima de un número primo p > 3 (sobre las raices primiti- 
vas, véaseel cap. VI, $ $ 1-5 y las preguntas del mismo capitulo, 
5, 12c, 14) no es superior a 2 Y p ln p, donde h denota la 
cantidad de divisores primos distintos de p — 1. 
Es bien conocido también el siguiente teorema de I. M. Vino- 
grádov (año 1926). Sea p un número primo y sea n un divisor 
de p — 1, donde n + 1. Entonces, el no-resto mínimo de gra- 
do n respecto del módulo p (véanse los conceptos de resto y no- 


resto en el cap. V, $ 1, preguntas 8 d, 12b y en el cap. VI, 
EN E 
$ 5) no es superior a p?* (In p)?, dondek= e “a, En relación con 


esto, obsérvese que en el año 1796 Gauss demostró que el no-resto 
cuadrático mínimo (mód. p) no es superior a 2 V p. El resultado 
de Vinográdov fue el primer adelanto en esta cuestión desde los 
tiempos de Gauss. 

Mucha atención prestó I. M. Vinográdov al problema de la re- 
solución de la ecuación Xi+...+x?f=NÑN en números enteros 
Xx; 0 (el llamado problema de Waring, planteado por éste en 
el año 1770). En el año 1909, D. Hilbert demuestra que esta 
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ecuación es resoluble para valores acotados de r. En los años 
1919-1920, Hardy y Littlewood estudiaron el comportamiento 
asintótico del número de soluciones de las ecuaciones de Waring 
para r > n 2”. El valor mínimo de r, para el cual la ecuación 
de Waring admite solución para todos los números N suficien- 
temente grandes, se denota mediante G (n). Para esta magnitud, 
en el año 1934, I. M. Vinográdov obtuvo la cota G (n) < 
< n (3 ln n+ 11) yen el año 1959, la cota más exacta G (n) < 
<n (2Inn + 41n1n n + 2ininIn n + 13). Estas cotas no 
pueden mejorarse considerablemente, puesto que es sabido que 
G(n) >n (n>2). 

Il. M. Vinográdov demostró también que la fórmula asintóti- 


ca, propuesta por Hardy y _Littlewood, 


IN) = o NONE 


(v = - , T (s) es la función Gamma de Euler; o es «la serie 


especial», introducida por Hardy y Littlewood) para la canti- 
dad de expresiones del número entero N>0 en la forma 
N=x +... + x5, conenteros positivos X,, . . ., xp es válida 
para r > [10n? in nl. 


I. M. Vinográdov obtuvo una serie de cotas importantes: para 


P 
las sumas de Weil, de la forma S-=- Za exp 2nimPF (x), donde 


m >> 0 es un número entero y F (x) es un polinomio de €oefi- 


cientes reales; para las sumas extendidas a números primos, 
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de la forma Y, exp(2miap), donde a es un número real; 
p<ÚN 
para las sumas de la forma Y, (pk), donde y denota 
p<N 


un carácter no principal (véase la definición de carácter en 
el cap. VI, pregunta 9), y también en la teoria de la apro- 
ximación de polinomios mediante partes fraccionarias. 

En general, es difícil indicar problemas de la teoría analítica 
de los números, a los cuales I. M. Vinográdov no haya prestado 
atención alguna. Por otra parte, algunos de los problemas resuel- 
tos por 1. M. Vinográdov habían sido ya planteados más de 
150 años atrás, sin encontrar resolución alguna durante dichos 
años, a pesar de los esfuerzos realizados para resolverlos por los 
científicos más notables del mundo. Tales son, por ejemplo, los 
problemas de Waring y Goldbach mencionados anteriormente. 
Este último problema apareció en el año 1742 en la correspon- 
dencia entre Chr. Goldbach y L. Euler. Chr. Goldbach manifestó 
la hipótesis de que todo número entero, mayor que tres, podía 
expresarse en forma de una suma de no más de tres números pri- 
mos. Todos los intentos de los grandes matemáticos de resolver 
este problema resultaban inútiles. En lo fundamental, este pro- 
blema fue resuelto por primera vez por 1. M. Vinográdov en el 
año 1937, demostrando que todo número impar, mayor que 
cierto número Ny (la constante de Vinográdov), se expresa en 
forma de una suma de no más de tres números primos. También 
demostró que el número de expresiones 1 (N) de un número impar 


N”>0 en forma de una suma de tres números primos, 
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NÑ = p, + P2 + P3, Se lle por la a asintótica 
IN) ==5 S(N) +0 (a 7 >). 


donde S (N) >0,6, r = In N y e >0 es un número arbitra- 
riamente pequeño. Para la constante de Vinográdov, los mate- 
máticos soviéticos ya han demostrado que 
N, < exp exp (16,038). 

Son importantes también los resultados obtenidos por I. M. Vi- 
nográdov respecto de la [-función de Riemann (véase la defini- 
ción en el cap. Il, preguntas 12-14,20). I. M. Vinográdov 
demostró que 

E (1 + it) = O ((In £)213) 
y que E (1 + it) no tiene ceros en la región 


A 
o> 1 TES . 
Para la cantidad de números primos nx (x) que no son superiores 
a x (véase el cap. II, preguntas 19c, 24), de aquí resulta la 


acotación E 


s (x) = e inx 
2 
donde a. > 0 es una constante. 
Los métodos de Vinográdov fueron desarrollados también, 
y siguen desarrollándose actualmente, por sus numerosos alum- 


nos, de los cuales en esta breve reseña no tenemos posibilidad 


—ag (In 2), da 


de relatar. 
Para concluir, indiguemos que desde el año 1932 I. M. Vino- 


grádov encabeza el centro matemático principal de la Unión 
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Soviética, el Instituto Matemático V. A. Steklov de la Academia 
de Ciencias de la URSS. I. M. Vinográdov es miembro nu- 
merario de la Academia de Ciencias de la URSS desde el 


año 1929. 
Los méritos de I. M. Vinográdov en la teoría de los números tam- 


bién han sido reconocidos como corresponde fuera de la Uniór. 
Soviética. I. M. Vinográdov es miembro extranjero de la Socie- 
dad Real de Londres, de la Academia de Ciencias de Dinamarca 
y de la Academia Nacional dei Lincei (Roma); es miembro 
honorífico de la Academia de Ciencias de Hungria; es miembro 
correspondiente de la Academia de Ciencias de Alemania en 
Berlin y de la Academia de Ciencias de Paris; es Doctor hono- 
rífico de filosofía de la Universidad de Oslo (Noruega); es 
miembro extranjero honorífico de las Sociedades Matemáticus 
de Amsterdam, Londres y de la India, así como de la Sociedad 
Filosófica americana en Filadelfia y de la Academia americana 
de Artes y Ciencias en Bostón. 

El libro que proponemos, «Fundamentos de la teoría de los 
números», a distinción de otras obras de 1. M. Vinográdov, es 


un manual de texto destinado a los estudiantes de las facultades 
de matemáticas de las universidades. Es dificil hallar otro libro 


tan conciso sobre teoría de los números, donde el material esté 
expuesto con tanta claridad y rigurosidad. 

En lo fundamental, está dedicudo al estudio de la teoría de las 
. congruencias. No obstante, las preguntas expuestas al final 


de cada capitulo abarcan un material que está relacionado 
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ya con los problemas fundamentales de la teoría analitica de 
los números. 

Durante la preparación de la traducción castellana, el autor 
expuso al traductor su opinión acerca de la utilización del libro 
por el lector. El autor considera que al preparar las respuestas 
a las preguntas, primero hay que hacer la prueba de resolver 
los problemas- planteados individualmente. Solamente cuando 
se hayan agotado todos los medios para su resolución, el lector 
deberá examinar las respuestas e indicaciones que se dan al final 
del libro. 

El presente libro «Fundamentos de la teoría de los números», 
fue escrito sobre la base de los cursos explicados por el autor en 
los años 1918-1920 en la Universidad de Perm y en los años 
1920-1934 en la Universidad de Leningrado. La primera edición 
del libro salió en el año 1936. En adelante, el libro ha sido 
mejorado y completado. La presente traducción se ha hecho de 


la séptima edición rusa. 


25. XII. 1970 -E, APARICIO BERNARDO 


CAPITULO PRIMERO 


Teoría de la divisibilidad 


$ 1.Conceptos a. La teoría de los números se dedica al 
y teoremas estudio de las propiedades de los números 
fundamentales enteros. Llamaremos enteros no sólo a los 
números de la serie natural 1, 2, 3, ... (enteros positivos), 
sino también al cero y a los enteros negativos —1, —2, 
E 

Por regla general, al exponer la teoría designaremos con letras 
solamente los números enteros. Los casos en que las letras 
no designen números enteros los advertiremos especialmente, 
si es que ello mismo no está claro. 

La suma, diferencia y producto de dos enteros a y b eS 
bién serán enteros, pero el cociente de la división de a por b 
(si b es distinto de cero) puede ser tanto entero como no 
entero. 

b. Si el cociente de la división de a por b es entero, designán- 
dole con la letra q, se tiene a = bq, es decir, a es igual al 
producto de b por un entero. Diremos entonces que a es divisi- 
ble por b o que b divide a a. En este caso, a se llama múltiplo 
de b y b se llama divisor de a. El hecho de que b divide a a 
se escribe así: ba. : 

Subsisten los dos teoremas siguientes: 
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l. Si a es múltiplo de m y m es múltiplo de b, a es multi- 
plo de b. . 

En efecto, de a = am, m=m,b se deduce que a= 
= amb, donde am, es entero. Esto demuestra el teorema. 

2. Si en una igualdad de la forma R+l+...+n-<= 
=p+q+... . -+s, respecto de todos los términos, a excepción 
de uno cualquiera de ellos, se sabe que son múltiplos de b, enton- 
ces este término también es múltiplo de b. 

En efecto, sea k tal término. Se tiene 


I=lib, ..., n=npb, p =p, q=G1b, ..., s=Sib, 
k=p+9+...+s—=Íl—=...—Nn== 
= (p, + UH... +Ss—l—...—ny)b. 


Esto demuestra el teorema. 

c. En el caso general, que incluye particularmente el caso en 
que a es divisible por b, se tiene el teorema: 

Todo entero a se expresa de un módo único mediante .un entero 
positivo b en la forma 


a=bq4+ri¡0<r<btb. 


En efecto, se obtiene una expresión de a en tal forma tomando 
bq igual al máximo múltiplo del número b que no es superior 
a a. Suponiendo que también a == bg, + ri, U0<r¡< 0d, 
resulta 0=b(g—q) 4 r—Fa, de donde se deduce 
(2, b) quer — r, es múltiplo de b. Pero en virtud de|r — r,| < 
< b, lo último es posible solamente si r — r, = 0, es decir, 
si r = r,, de donde se deduce también que q = q,. 

El número q se llama cociente incompleto y el número r, residuo 
o resto de la división de a por b. 


Ejemplo. Sea b = 14. Se tiene 
177 =14.12+09; 0<9<I4, 
— 64 = 14 -(— 5) +6; 0<6<l4, 
154 = 14.11 +0; 0=0<l4. 
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$ 2. Máximo a. A continuación consideraremos sólo los 
común divisores positivos de los números. Todo 
divisor entero que divide simultáneamente a los 
enteros a, b, ..., l, se llama divisor común de los mismos. 
El mayor de los divisores comunes se llama máximo común 
divisor y se designa con la notación (a, b, ..., !). Como la 
cantidad de divisores comunes es finita, la existencia del 
máximo común divisor es evidente. Si (a, b, ... bh =1, 
a, b, ..., l se llaman primos entre sí. Si cada uno de los 
números a, b, ..., l, es primo con cada uno de los demás, 
a,b,.. ., [se llaman primos entre sí dos a dos. Es obvio que los 


números primos entre sí dos a dos son también primos entre 
sí; en el caso de dos números los conceptos de «primos entre 
sí dos a dos» y «primos entre sí» coinciden. 

Ejemplos. Como (6, 10, 15) = 1, los números 6, 10, 15 son 
primos entre sí. Como (8, 13) = (8, 21) = (13, 21) = 1, los 
números 8, 13, 21 son primos entre sí dos a dos. 

b. Ocupémonos primero de los divisores comunes de dos 
números. 

l. Si a es múltiplo de b, el conjunto de los divisores comunes de 
los números a y b coincide con el conjunto de los divisores del 
solo número b; en particular, (a, b) = b. 

En efecto, todo divisor común de los números a y b es un 
divisor de b. Recíprocamente, siendo a múltiplo de b, todo 
divisor del número b (1, b, $ 1) es también un divisor del 
número a, es decir, es un divisor común de los números b y a. 
Por lo tanto, el conjunto de los divisores comunes de los 
números a y b coincide con el conjunto de los divisores del 
solo número b. Y como el máximo divisor del número b es el 
mismo b, resulta (a, b) = b. 

2. Si a=bqw+«<, 

entonces el conjunto de los divisores comunes de los números a y b 
coincide con el conjunto de los divisores comunes de los números 
b y c; en particular, (a, b) = (b, dc). 
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En efecto, la igualdad escrita más arriba muestra que todo 
común divisor de los números a y b divide también a c (2, b, 
$ 1) y, por consiguiente es un común divisor de los números 
b y c. Recíiprocamente, la misma igualdad muestra que todo 
común divisor de los números b y c divide a a y, por consiguien- 
te, es un común divisor de los números a y b. Por lo tanto, 
los divisores comunes de los números a y b son los mismos que 
los divisores comunes de los números b y c; en particular, 
tienen que coincidir también los mayores de estos divisores, 
es decir, (a, b) = (b, c). 

c. Para buscar el máximo común divisor, así como para dedu- 
cir sus propiedades principales, se emplea el algoritmo de 
Euclides. Este último consiste en lo siguiente. Sean a y b 
enteros positivos. Según c, $ 1, hallamos la serie de igual- 
dades: 


a = bq, + fa, 0<r<ob, 
b= r2qa + F3, 0<r3<fa 
Pa == fa Has 0<r4< Fr, (1) 
ie 1Qn-a FTn> 0< San <Á Fazio 
Pa-1=YnQn» 
que termina cuando se obtiene cierto r,+1 = 0. Esto último 
es indispensable, puesto que la sucesión b, fa, f3, . . ., COMO 


sucesión de enteros decrecientes, no puede contener más 
de b positivos. 

d. Examinando las igualdades (1) de arriba a abajo, nos 
convencemos (b) de que los divisores comunes de los números 
a y b son iguales a los divisores comunes de los números 
b y rz, luego son iguales a los divisores comunes de los 
números ra y f3, de los números rz3 y fy, . . ., de los números 
fn-4 Y fn, finalmente, a los divisores del solo número 7. 
A la vez, se tiene 


(a, 0)=(0, 12) =(T2 15)=---=(fn-49 1m) =Tn: 
Obtenemos los siguientes resultados. 
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1. El conjunto de los divisores comunes de los números a y b 
coincide con el conjunto de los divisores de su máximo común 
divisor. 

2. Este máximo común divisor es igual a rf, es decir, es 
igual al último resto del algoritmo de Euclides, distinto de cero. 
Ejemplo. Apliquemos el algoritmo de Euclides para averi- 
guar (525, 231). Hallamos (los cálculos auxiliares se exponen 
a la izquierda) 


525 | 231 525=231-2-+ 63, 
462 | 2 231 =63.3-+ 42, 
231 [ 63 63=42.1+21, 
189 "3 42=21.2, 
63 | 42 
42 | 1 
42 [ 21 
42 | 2 


Aquí el último resto positivo es r,= 21. Por lo tanto, 
(525, 231) = 21. 

e. 1. Designando con la letra m cualquier entero positivo, se 
tiene (am, bm) = (a, b) m. 

2. Designando con la letra $ cualquier divisor común de los 


en, ; en particular, se 


números a y b, se tiéne ($. 5) = = 
b 


tiene DÉ uy) = 1, es decir, los cocientes de la divi- 
sión de dos números por su máximo común divisor son núme- 
ros primos entre sí. 

En efecto, multipliquemos las relaciones (1) término a tér- 
mino por m. Obtendremos nuevas relaciones, donde en lugar 
de a, b, f2, ..., r, figurarán am, bm, ram, ... . rm. Por esto, 
(am, bm) = rpm, y por lo tanto, el aseo: l es cierto. 
Aplicando el aserto 1, hallamos 


b a  b 
(a,0)=(58, 75) = (7, 7)5, 
de donde se deduce el aserto 2. 
2—1030 
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f. 1. Si (a, b) = 1, se tiene (ac, b) = (c, b). 

En efecto, (ac, b) divide a ac y bc y, por consiguiente, (1, d), 
también divide a (ac, bc), igual a c, debido a 1, e; pero (ac, b) 
divide a b, por lo cual también divide a (c, b). Recíprocamente, 
(c, b) divide a ac y b, por lo cual también divide a (ac, b). 
Por lo tanto, (ac, b) y (c, b) se dividen mutuamente y, por 
consiguiente, son iguales entre sí, 

2. Sí (a, b) = 1 y ac es divisible por b, entonces c es divisible 
por b. 

En efecto, de (a, b) = 1 y de 1 se deduce que (ac, b) = (c, b), 
y de la divisibilidad de ac por b y de 1, b se deduce que 
(ac, b) = b. Por esto (c, b) = b y, por consiguiente, c es divi- 


sible por b. 

3. Si cada uno de los números 41, 42, . . ., Am es primo con 
cada uno de los números b,, ba, . . ., b,, el producto 4, 43 . . . Am 
es primo con el producto b, bz... ba. 


En efecto, (teorema 1), se tiene 


(a,araz ».. Qm> b,) = (a2az . . . Um» b,,) = 
= (43 . » +. Um» bj) = . . . =(Qm, ba) = l, 


y haciendo luego para abreviar a,0, ... Gm = A, hallamos del 
mismo modo 
(bibzb3 ... bn, A) =(b2b3 ... Bn, A) = 
=(03 ...dny A)= ... =(ba, A)=1. 
g. El problema de la averiguación del máximo común divisor 
de más de dos números se reduce al mismo para dos números. 
Precisando, para hallar el máximo común divisor de los 


números 4;, 4a, . . ., An, formamos la sucesión de números: 
(as, 42) = d2, (de, as) = dy, (da, as) = de, 
. . .y3 (da -f> An) = da. 


El número d, será el máximo común divisor de todos los 


números dados. 
En efecto, (1, d), los divisores comunes de los números a; y 2 
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coinciden con los divisores de dy; por esto, los divisores comu- 
nes de los números a,, az y az coinciden con los divisores 
comunes de los números d, y az, es decir, coinciden con los 
divisores de dz. Luego nos convencemos de que los divisores 
comunes de los números a;,, 4, 43, a, coinciden con los divi- 
sores de d,, etc., y, finalmente quelos divisores comunes de 
los números a,, 42, . . ., An coinciden con los divisores de d... 
Y como el mayor divisor de d,, es el mismo d,,, éste será el má- 
ximo común divisor de los números 4;,, 42, . . ., An. 
Examinando la demostración expuesta nos convencemos de 
que el teorema 1, d subsiste también para más de dos números. 
Subsisten también los teoremas 1, e y 2, e, puesto que al 
multipilicar por m o al dividir por 6 todos los números a, 
22, . - -, An también se multiplican por m o se dividen por 6 
todos los números d», d3, .. ., dn. 


a. Todo entero que es un múltiplo de todos . 


93. Minimo los números dados se llama múltiplo común 
común : ES , 

a de los mismos. El menor múltiplo común 
múltiplo 


positivo se llama mínimo común múltiplo. 
b. Ocupémonos primero del mínimo común múltiplo de dos 
números. Sea M algún múltiplo común de los enteros a y b. 
Como éste es múltiplo de a, se tiene M = ak, donde k es en- 
tero. Pero M también es múltiplo de b, por lo cual también 


tiene que ser entero 
ak 
b y 


el cual, haciendo (a, b) =d, a= ayd, b= b,d, se puede expresar 

en la forma Es donde (a, by) =1 (2, e, $2). Por esto 

(2,f, $2), £ tiene que ser divisible por b,, k=bt=>t, 
donde í es entero. De aquí que 
- ab 

M=+F +. Qs 
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Recíprocamente, es evidente que cualquier M de esta forma 
es múltiplo tanto de a como de b, y, por consiguiente, esta 
forma proporciona todos los múltiplos comunes de los núme- 
ros a y b. 

El menor positivo de estos múltiplos, es decir, el mínimo 
común múltiplo, se obtiene para f = 1. Este es 


ab 


== 
Introduciendo m, la fórmula obtenida para M se puede escri- 
bir así: 

M =mi.' 


La última y penúltima igualdades dan lugar a los teoremas: 
l. El conjunto de los múltiplos comunes de dos números coin- 
cide con el conjunto de los múltiplos de su mínimo común múl- 
tiplo. o 
2. Este mínimo común múltiplo de dos números es igual a su 
producto, dividido por su máximo común divisor. 
c. Suporigamos que se necesita hallar el mínimo común múlti- 
plo de más de dos números 4;, 4a, . . -, An. Designando en 
general con la notación la, bl el mínimo común múltiplo de los 
números a y b, formemos la sucesión de números: 

las, | = Ma, mo, a3) = M3 ..., [m, 4» An] = Mn. 
El número m, obtenido de este modo será el mínimo común 
múltiplo de todos los números dados. 
En efecto, (1, b), los múltiplos comunes de los números a, y a, 
coinciden con los múltiplos de ms, por lo cual los múltiplos 
comunes de los números a,, 42, y 43 coinciden con los múlti- 
plos comunes de ma y az, es decir, coinciden con los múltiplos 
de mz. Luego nos convencemos de que los múltiplos comunes 
de los números a,, 42, 43, a, coinciden con los múltiplos de ma, 
etc., y, finalmente, de que los múltiplos comunes de los núme- 
TOS Q;, 42, . . ., A, coinciden con los múltiplos de m,,, y como 
el menor múltiplo positivo de m, es el mismo m,, éste 
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es el mínimo común múltiplo de los números as, 
A) . . +) Ap. 

Examinando la demostración expuesta, vemos que el teore- 
ma 1, b subsiste también para más de dos números. Además, 
nos convenicemos de que se verifica el siguiente teorema: 

El minimo común múltiplo de números que son primos dos. 
a dos es igual al producto de los mismos. 


$4.Relación a. Sea a cualquier número real. Desig- 
del algoritmo  nemos con la letra q, el mayor entero que 


de Euclides con y, supera a a. Si a. no es entero, se tiene 
las fracciones 


1 
continuas a= +75 da > l. 

2 
Exactamente igual, si dz, ..., As-4 Mo son enteros, se 
tiene 


1 
a: Aa az> l; 


. . . . +... o. e. ss... 


en virtud de lo cual obtenemos el siguiente desarrollo de a 
en fracción continua: 


A 
da + 


da+. a (1) 
+- 


1 
A 


b. Si au es irracional, todos los números a, son irracionales 
(si a, fuese racional, en virtud de (1), resultaría también a ra- 
cional) y el proceso indicado puede prolongarse indefini- 
damente. 

Si a es racional y, por consiguiente, puede expresarse por 
una fracción racional irreducible con denominador positivo: 


Z. , el proceso indicado será finito y puede efectuarse me- 


y 
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diante el algoritmo de Euclides. En efecto se tiene: 


7 1 
a =bqu +12; FENTt Sp 
Ta 
b= r2q2 +3; Due 
: 0="Fea — f3; AH 
Ya 
d Pn-2 l 
fa-2 =Pn-1Gn-1 + fn; rd 1+ a 
Fn 
PTn- 
Pr-1 = fndn; A = Qn> 
a 1 
q LE Í 
ME 
In 


c. Los números qu, q2, - . -, que figuran en el desarrollo del 
número a en fracción continua, se llaman cocientes incompletos 
(en caso de a racional, según b, éstos son los cocientes incom- 
pletos de las divisiones sucesivas del algoritmo de Euclides), 
las fracciones | 


l l 
$, =41, dq Ss 
uu — 
43 
se llaman reducidas. 


d. Fácilmente se halla una ley muy simple de formación 
de las reducidas, observando que 6s(s> 1):se obtiene de 6,., 


rn. > 1 . . 
sustituyendo los números qs-, POr Gs-y ER en la expresión 
Ss 


literal 6,.,. En efecto, haciendo para unificar P¿= 1, Q¿=0, 
podemos representar sucesivamente las fracciones reducidas 
Ps 


en la forma siguiente (aquí se escribe la igualdad hF=y 
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para designar A con la notación P, y B con la notación Q;) : 


EE 
Ó, Es 1 QA? 
a+ 
AU td qPi+Po _ Pa 
2 1 da* 10 9201 +00 Q» ” 
1 
— PP 
(+3) + Po MEE. P3 


etc, y, en general, 


6= IsPs-1 + Ps-2 Pa 
y Gs e-1 + Q5-2 Qs 


Por lo tanto, los numeradores y denominadores de las frac- 
ciones reducidas los podemos calcular sucesivamente por las 
fórmulas 


Ps=QsPs- 1, +Ps-2, (2) 


Qs = qa Qs-, + Qs-2. 


Es útil realizar estos cálculos según el esquema siguiente 
(las últimas dos columnas se escriben solamente en el caso en 
que a es una fracción irreducible con el denominador posi- 


E a 
tivo: a = +): 


des 41 q ... ds... 4n 


Ps l 41 Pz ... Pez. Pia Pus Pa-1 a 


Qs 0 1 Q2 ... Qs-2 Qs Qg... Qn-1 b 
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Ejemplo. Desarrollemos en fracción continua el número e 
Aquí 
105| 38 105 1 
62 “38 =2+ rn, 
38 | 29 1 
AA e EE 
29 [1 a E 
29| 9 2” 
2713 
9 2 
84 
2 l 
212 


de 2 1 3 4 9 
P, 1 2 3 11 47 105 
Qs 0. 1 sal 4 17 38 


e. Examinemos la diferencia 6,— Ó6,, de dos fracciones 
reducidas consecutivas. Para s > 1 hallamos 
Ps Ps-4 hs 


donde h, = P.Qs-1 — QsPs-1; poniendo en lugar de P, y Qs 
sus expresiones (2) y haciendo las simplificaciones evidentes, 


obtenemos kh, = — h,_,. Esto último, junto con h, = q,-0 — 
—1.1 =—1 da kh, = —l1Y. Así, pues, 
PQs-1—QsPs-=(— 1Y (s> 0), (3) 
E 
120 (s> 1). (4) 


Ejemplo. En la tabla del ejemplo expuesto en d, se tiene 
105-17—38-47 = (—1P = —1, 
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f. De (3) se deduce que (P,, Q,) divide a (—1Y = =+ 1 (2, b, 
$ 1). Por esto (P,, Q.) = 1, es decir, las fracciones reducidas S 


son irreducibles. 
g. Supongamos que s>2 y que Ú, no es igual a au. Las 
expresiones para 6,_, y para 6, se obtienen fácilmente de la 


Su E ; 1 
expresión (1) para a: la primera, sustituyendo <, Por cero, 
3 


la segunda, sustituyendo an por el número = Pero de las 
Ss Ss 


igualdades indicadas en a para %s.1, ..., %, A, fácilmente 
comprobamos que 
al hacer al hacer 
la primera la segunda 
sustitución sustitución 
As-1 disminuye, A3-1 aumenta, 
Ag-2 aumenta, %s-2 disminuye, 
Ag-3 disminuye, %g-3 aumenta, 


y que, finalmente, al hacer una de dichas sustituciones «a 
disminuye, y al hacer la otra a aumenta. Esto último muestra 
que uno de los números Ó,., y 0, es menor que a, y el otro 
es mayor que a, y que, por lo tanto, a está comprendido entre 
0,1 y Ós. 

h. Se tiene E 

| a — 03.4 | <a . 

En efecto, si 6, = a este aserto se deduce (con el signo de 
igualdad) de (4). Si Ó, no es igual a a, se deduce (con el signo 
de desigualdad) de g y de (4). 


$ 5. Números a. El número 1 sólo tiene un divisor 
primos positivo, precisamente 1. En este sentido 
el número 1 en la sucesión de números naturales, es parti- 
cular. | 

Todo entero mayor que 1 tiene al menos dos divisores, pre- 
cisamente 1 y él mismo; si con estos divisores se agotan todos 
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los divisores positivos del número entero, éste se llama primo. 
Un entero mayor que 1, que tenga además de 1 y de sí mismo 
otros divisores positivos, se llama compuesto. 

b. El divisor menor, distinto de la unidad, de un entero mayor 
que la unidad, es un número primo. 

En efecto, sea g el divisor menor, distinto de la unidad, de 
un entero a > 1. Si q fuese compuesto tendría un divisor q; 
con la condición 1< q, < q; pero el número a, siendo divi- 
sible por q, tendría que ser divisible también por q, (1, b, 
$ 1), y esto contradice a la hipótesis respecto del núme- 
ro q. 

C. El divisor menor, distinto de la unidad, de un número 
compuesto a (según b, tiene que ser primo) no es superior 
a Va. 

En efecto, sea g este divisor, entonces a = qa,, a ¡ >q, de 
donde, multiplicando y simplificando por a,, obtenemos 
a>, q<Va. 

d. La cantidad de números primos es infinita. 

La validez de este teorema se deduce de que, cualesquiera 
- que sean los números primos distintos Pi, Pz, ..., Ph, 
se puede obtener un número primo nuevo que no está com- 
prendido entre ellos. Tal es el divisor primo de la suma 


Pi P2 +. - Pr + 1, el cual, dividiendo a toda la suma, no 
puede coincidir con ninguno de los primos pj, Pa, ..: 
, Ph (2,b, $ 1). 


e. Para formar la tabla de números primos que no superan 
a un número dado N, existe un método sencillo, denominado 
criba de Eratóstenes. Este consiste en lo siguiente. 
Escribamos los números 


A (1) 
El primer número de esta sucesión que es mayor que la unidad 


es el 2; éste sólo es divisible por 1.y por sí mismo y, por con- 
siguiente, es primo, 
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Borremos de la sucesión (1) (como compuestos) todos los 
números que son múltiplos” de 2, a excepción del mismo 2. 
El primer número no borrado que le sucede al 2 es el 3; éste 
no es divisible por 2 (pues en caso contrario estaría borrado), 
por lo cual 3 sólo es divisible por 1 y por sí mismo y, por 
consiguiente, es primo. 

Borramos de la sucesión (1) todos los números que son múl- 
tiplos de 3, a excepción del mismo 3. El primer número no 
borrado que le sucede al 3 es el 5; éste no es divisible por 2 ni 
por 3 (pues en caso contrario estaría borrado). Por consi- 
guiente, 5 sólo es divisible por 1 y por sí mismo, por lo cual, 
también es primo.Etc. 

Cuando se hayan borrado del modo indicado todos los núme- 
ros que son múltiplos de los números primos menores que 
un número primo p, todos los números no borrados, menores 
que p?, serán primos. En efecto, cualquier número compues- 
to a, menor que p?, ya está borrado, por ser múltiplo de su 


divisor primo menor, el cual < Y a< p. De aquí se deduce 
que: 

1. Al comenzar a borrar los múltiplos de un número primo p, 
hay que empezar a borrar desde p?. 

2. La formación de la tabla de números primos < N se termina 
en cuanto se hayan borrado todos los números compuestos que 
son múltiplos de los números primos que no son superiores 


aVWN.. 


$ 6.Unicidad a. Todo entero a, o es primo con un número 
de la primo dado p, o es divisible por p. 

d ició 

flores OR En efecto, (a, p), siendo un divisor de p, 


puede ser igual a l o a p. En el primer 
caso a es primo con p, en el segundo a 
es divisible por p. 

b. Si el producto de varios factores es divisible por p, al menos 
uno de los factores es divisible por p. 


primos 
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En efecto, (a), cada factor es primo con p o es divisible por p. 
Si todos los factores fuesen primos con p, su producto (3, f, 
$ 2) sería primo con p; por esto, al menos uno de los factores 
es divisible por p. 

c. Todo entero, mayor que la unidad, se descompone en un 
producto de factores primos y, además, de modo único, si no 
se tiene en cuenta el orden de los factores. 

En efecto, sea a un entero, mayor que la unidad; designando 
con la letra p, su divisor primo menor, se tiene a = pya,. 
Si a, > 1, designando con la letra pz su divisor primo menor, 
se tiene a, = p»a2. Si az > 1, de un modo semejante se obtie- 
ne 4 = pagas, etc, y así hasta que se llegue a obtener un 
número a, igual a la unidad. Entonces an. = Pn. Multi- 
plicando todas las igualdades obtenidas y efectuando la sim- 
plificación, resulta la siguiente descomposición del número 
a en factores primos: 


a = PiPz ..-. Pr: 


Supongamos que para el mismo número a existe también una 
segunda descomposición en factores primos a = q1492 -. 
« . . Gs. Entonces 


PiP2 - - - Pn = Qu - + - Qs: 


El segundo miembro de esta igualdad es divisible por q,. 
Por lo tanto (b), al menos uno de los factores del primer 
miémbro tiene que ser divisible por q, Supongamos, por 
ejemplo, que p, es divisible por q, (el orden de numeración 
de los factores está a cargo nuestro); entonces p,= 
= q1(p, además de 1 es divisible por p,). Simplificando ambos 
miembros de la igualdad por p, = q,, se tiene P2P3 . . . Pn = 
=J43 --- Gs Repitiendo el razonamiento anterior para 
esta igualdad, obtenemos pz... Pn =43 - - - Gs, etc. Con- 
tinuamos así hasta que al fin y al cabo en un miembro de la 
igualdad, por ejemplo, en el primero, se simplifiquen todos 
los factores. Pero simultáneamente tienen que simplificarse 
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también todos los factores del segundo miembro, puesto 
que la igualdad 1 = qn+1 . - - Ga Siendo qn+1, - - -» Gs SUPe- 
riores a 1, es imposible. 

Por lo tanto, la segunda descomposición en factores primos 
es idéntica a la primera. 

d. En la descomposición del número a en factores primos 
algunos de ellos pueden repetirse. Designando con las letras 
Pi P2 -.., Pr los primos distintos que figuran en dicha 
descomposición y con las letras %;,, %2, .. ., a, sus Órdenes 
de multiplicidad en a, obtenemos la llamada descomposición 
canónica del número a en factores: 


a=p3tp32... pit, 
Ejemplo. La descomposición canónica del número 588 000 es: 
588 000 = 25.3.53.72, 
e. Sea a= piipo?... pit la descomposición canónica del 


número a. Entonces todos los divisores de a son todos los 
números de la forma 


d= php... pis; (1) 
0<P, <a, 0<P2 <a», ...) 0O<Br <a». 


En efecto, supongamos que d divide a a. Entonces (b, $ 1) 
a = dq y, por consiguiente, todos los divisores primos de d 
figuran en la descomposición canónica de a con exponentes 
no menores que los exponentes con que ellos mismos figuran 
en la descomposición canónica de d. Por esto d tiene la for- 
ma (1). ; 

Recíprocamente, todo número d de la forma (1) es, eviden- 
temente, un divisor de a. 

Ejemplo. Se obtienen todos los divisores del número 720 = 
= 2*.3..5 haciendo recorrer en la expresión 28136258 a 
Pi, Ba, Pz, independientemente unos de otros, los valores 
PB, =0, 1, 2,.3, 4; B2=0, 1, 2; Ba=0, 1. Por esto, los ' 
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divisores indicados son: 1,2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 
9, 18, 36, 72, 144, 5, 10, 20, 40, 80, 15, 30, 60, 120, 240, 
45, 90, 180, 360, 720. 


Preguntas referentes al capitulo I 


1. Sean a y b enteros, no simultáneamente iguales a cero, 
y sea d = axp + byo el número positivo menor de la forma 
ax + by (x e y son enteros). Demostrar que d = (a, b). 
Deducir de aquí el teorema 1, d, $ 2 y los teoremas e, $ 2. 
Generalizar estos resultados, considerando los números de 
la forma ax+by+.... + fu. 

2. Demostrar que la fracción reducida Ó, representa al núme- 
ro a con más exactitud que cualquier fracción irreducible 


E que cumpla la condición 0< 1<Q,. 


3. Supongamos que el número real a se ha desarrollado en 
una fracción continua; sea N un entero positivo, k el número 
de sus cifras decimales y n el entero mayor que cumple la 
condición Q, < N. Demostiar que n<5k + 1. Para la 
demostración se deben comparar las expresiones para Q», 
Qs Qu ..., Q, con las que éstos tendrían si todos los q, 
fuesen iguales a 1, y comparar luego con los números 1, E, 
E2 ..., En donde E es la raíz positiva de la ecuación 
E" = E y 1. 

4. Sea 71 > 1. Una sucesión de fracciones racionales irredu- 
cibles, dispuestas en orden de crecimiento, con denominado- 
res positivos no superiores a rt, se llama sucesión de Farey 
correspondiente a t. 

a. Demostrar que la parte de la sucesión de Farey corres- 
pondiente a t, que contiene fracciones « con la condi- 
ción 0<a<l, puede obtenerse del modo siguiente: escri- 


] y 1 p 
bimos las fracciones e: —. Si 2<r7, entonces entre estas 


1? 1 
, ! a ES 
fracciones introducimos también la fracción 111 => : 
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después, en la sucesión obtenida >, y + entre cada dos 


s . a Cc . . 
fracciones consecutivas 0 y A con b,+d,<wt introduci- 
1 Í 
.» ay +4 . . . 
mos la fracción etc, y así continuamos siempre que 


bi+dy* 
esto sea posible. Demostrar previamente que para cualquier 


par de fracciones consecutivas $ y + de la sucesión obte- 


nida de este modo, se tiene ad—bc= —1. 

b. Considerando la sucesión de Farey, demostrar el teorema: 
sea t> 1, entonces cualquier número real a se puede expresar 
en la forma 


ato 0<Q<w (P,Q=1, [0]<1. 


c. Demostrar el teorema de la pregunta b, aplicando g, $ 4. 

5, a. Demostrar que hay una cantidad infinita de números 

primos de la forma 4m + 3. 

b. Demostrar que hay una cantidad infinita de números pri- 

mos de la forma 6m + 5. 

6. Demostrar que la cantidad de números primos es infinita, 

calculando para ello la cantidad de números, no superiores 

a N, en cuyas descomposiciones canónicas no figuran núme- 

ros primos distintos -«de Pi, Pz, .--, Ph 

7. Sea K un número entero positivo. Demostrar que en la 

sucesión de números naturales hay un conjunto infinito de 

sucesiones M, M+1,..., M+ K— 1, que no contienen 

números primos. 

8. Demostrar que entre los números representados por el 

polinomio ay" + ax*1+ ... + 4n, donde n>0, 

do, 1, . . ., a, son enteros y 49 > 0, hay un conjunto infi- 

nito de números compuestos. 

9, a. Demostrar que a la ecuación indeterminada 
2+y=2x>0y>0,2>0, (1, y 3=1 (1) 


satisfacen aquellos sistemas x, y, 2, y sólo aquéllos, en los 
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que uno de los números x e y tiene ta forma 2uv, el otro tiene 
la forma u? — yu? y, finalmente, z tiene la forma u? + u?; 
en este caso >>> 0, (u, v) = 1, uv es par. 

b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrar que 
la ecuación x* + y* = 2? es irresoluble en enteros positivos 
Xx, Y, 2. Ñ 

10. Demostrar el teorema: si la ecuación x” + ajx"71 + 
+... +4, =0, donde n>0 y 4;,, .. ., a, son enteros, 
tiene una raíz racional, esta raíz es un número entero. 


11, a. Sea S=3+3+ Lobos n> 1. Demostrar que $ 
no es entero. 
b. Sea S=3+gH boi n>0. Demostrar que S 


no es entero. 

12. Sea n entero, n>0. Demostrar que todos los coefi- 
cientes del desarrollo del binomio de Newton (a + b)” son 
impares cuando, y sólo cuando, n tiene la forma 2* — 1. 


Ejercicios numéricos referentes al capítulo 1 


l, a. Aplicando el algoritmo de Euclides, hallar (6 188, 4 709). 
b. Hallar (81 719, 52 003, 33 649, 30 107). 

2, a. Desarrollando el número a = => en fracción continua y for- 
mando la tabla de fracciones reducidas (d, $ 4), hallar: a) 64, f) la 
expresión de a en la forma indicada en la pregunta 4, b, considerando 


T= 20. : 
b. Desarrollando a = sel en fracción continua y formando la tabla 


de fracciones reducidas, hallar: a) 6, $) la expresión de a en la forma 
indicada en la pregunta 4, b, considerando 1 = 1 000. 

3. Formar la sucesión de fracciones de Farey (pregunta 4) desde 0 hasta 1, 
excluyendo 1, con los denominadores no superiores a 8. ' 

4. Formar la tabla de números primos menores de 100. 

5, a. Hallar la descomposición canónica del número 82 798 848. 
b. Hallar la descomposición canónica del número 81 057 226 635 000. 


CAPITULO SEGUNDO 


Las funciones más importantes 
de la teoría de los números 


$ 1. Funciones a. En la teoría de los números desempeña 
[1], (x) un papel importante la función [x]; ésta 
se define para todos los valores reales de x y representa el 
entero mayor, no superior a x. Esta función se llama parte 
entera de x. 
Ejemplos. 

[7] =7; [2,61] = 2; [4,75] = —5. 
A veces se considera también la función (xj) = x — [xl. 
Esta función se llama parte fraccionaria de x. 
Ejemplos. . 
[TM =0; (2,6) = 0,6; (—4,75) = 0,25. 
b. Para mostrar la utilidad de las funciones introducidas, 
demostremos el teorema: 


El exponente, con el que un número primo dado p figura en el 
producto n!, es igual a 


n Rn n 
[5]+l5]+[7*]+--- 
En efecto, el número de factores en el producto n! que 
son múltiplos de p, es igual a [5]. entre ellos, múltiplos 


de p? hay FSE entre estos últimos, múltiplos de p3 hay 
3—1030 
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[5]. etc. La suma de los números indicados da precisa- 


mente el exponente buscado, puesto que cada factor en el 
producto n! que sea múltiplo de p”, pero no de p"*l, se 
cuenta del modo indicado m veces, como múltiplo de p, 
p?, p?, ..., y, finalmente, de p”. 

Ejemplo. El exponente con el que el múmero 3 figura en 
el producto 40! es igual a 


(2) +2 )+[3) 10400110 


$ 2. Sumas a. En la teoría de los números desempe- 

extendidas ñan un papel particularmente importante 

a los divisores las funciones multiplicativas. Una fun 

de un número ES REE : 
ción 6 (a) se llama multiplicativa, si se 

cumplen las condiciones siguientes: 

1. La función 0 (a) está definida para todos los enteros positi- 

vos a y no se anula para ningún a de éstos. * 

2. Para cualesquiera positivos a, y az, primos entre sí, se 

tiene 


9 (asas) = 8 (ay) O (as). 


Ejemplo. Fácilmente se observa que es multiplicativa la 
función 0 (a) = a*, donde s es un número real o complejo 
arbitrario. | | 

b. De las propiedades indicadas de la función € (a) se deduce, 
en particular, que 0 (1) = 1. En efecto, supongamos que 
0 (aj) no es igual a cero, entonces 8 (a) = 9 (1 -ap) = 
= 8 (1) O (ap), es decir, O (1) = 1. Además, resulta la si- 
guiente propiedad importante: si 8, (a) y 0, (a) son funciones 
multiplicativas, entonces 0, (a) = 0, (a) O, (a) también es 
una función multiplicativa. En efecto, se tiene 


80 (1) = 6, (1) O, (1) = 1. 


$ 2. SUMAS EXTENDIDAS A LOS DIVISORES DE UN NUMERO 3 


Además, para (a;,, as) = 1, obtenemos: 
8, (aja) = 0, (asas) O, (aja) = 
= 0, (as) O, (a,) O; (as) O, (a) = 
= 0, (ay) 0» (as) O, (a,) O, (as) = 
=084 (a) O, (a.). 
c. Sea 0 (a) una función multiplicativa y sea a= piip;? ... 
... py" la descomposición canónica del número a. Desig- 


nando con la notación Y, la suma, extendida a todos los 
da 


divisores d del número a, se tiene 
2 00=(1+0(p) +0(0)+... +0 (05) --- 


(140 (p1) +0 (9) +... +0(95r)) 

(en el caso a = 1 se supone que el segundo miembro es igual 
a 1). 
dee demostrar esta identidad, abramos los paréntesis en el 
segundo miembro. Se obtiene una suma de términos de la 
forma 

0(p590 (0%)... Op) =0 (ph pó ... ph); 

0<P, <a; 0<P. <a», AS 0O<Pr <Uñ» 


donde ninguno de tales términos se omite y no se repite más 
de una vez; esto es (e, $ 6, cap. 1), precisamente, lo que 
figura en el primer miembro. 

d. Para 0 (a) = a* la identidad c toma la forma 


Y P= (1 Ep pi... 
da 
A a 7 (1) 
En particular, para s = 1 el primer miembro de (1) repre- 


senta la suma de los divisores S (a) del número a. Simplifi- 
cando el segundo miembro, obtenemos: 


pa pal party 
S (a) = ; A A 
IN TE NO == 1 


39 
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Ejemplo. 
94+1_] 32+1-—1 a 
S (720) =S (22.3?. ea ello, pea WEE 


= 2 418. 


Para s =0 el primer miembro de (1) e el número 
de divisores í (a) del número a, y se tiene: 


T (a) = (a1 + 1) (a +1)... (a + 1). 
Ejemplo. 
7 (720) = (4 + )Q+1(1+ 1=30. 


$3. Función a. La función de Móbius y (a) se define 
de Móbins para todos los enteros positivos a. Esta 
se determina por las igualdades: u (a) = 0 si a es divisible 
por un cuadrado distinto de -la unidad; y (a) = (—1), 
si a no es divisible por un cuadrado distinto de la unidad, 
donde k denota el número de divisores primos del número a ; 
en particular, para a = 1 se considera k = 0, por lo cual 
admitimos que u (1) = 1. 
Ejemplos. 

p(1)=1  p(5)=—1, (9) =0, 

p(2=—1, p(6)=1,  p(10)=1, 

4(3=—1, p(=—1, p(1)=—1, 

p(4)=0,  p(8)=0,  p(12= 
b. Sea 8 (a) una función multiplicativa y sea 

a= pipa? e pie 

la descomposición canónica del número a. Entonces 


24()9(d)=(1—9(p))(10(p2) - .. (18 (p1)). 


(En el caso a = 1 se supone que el segundo miembro es igual 
a 1). 

En efecto,: la función y (a), evidentemente, es multiplicativa. 
Por esto, es multiplicativa también la función 8, (a) = 
= y (a) O (a). Aplicando a esta última la identidad c, $ 2 
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y teniendo en cuenta que 0, (p) = —4 (p);. 0, (p') =0 para 
-S> 1, nos convencemos de que el teorema es justo. 
Cc. En particular, haciendo € (a) = 1, de b obtenemos 


0, si a>l, 
Ma 


, si a=1l. 
Haciendo 9(d=3, resulta 


1 1 1 : 
see-| (1-3) (1 =>7): e (1 ==.) sl a>l, 
o d 1, si a=1. 

d. Supongamos que a los enteros positivos 

0 = 581,02, ..., Ón 
les corresponden cualesquiera valores reales o complejos f = 
= fs, fa, ..., fn. Entonces, designando con la notación S' 
la suma de los valores f que corresponden a los valores iguales 
a 1, y con la notación Sg la suma de los valores f que corresponden 
a los valores Ú que son múltiplos de d, se tiene 


S'= > p (d) Sa, 
donde d recorre todos los números enteros positivos que dividen 
al menos un valor 8. 
En efecto, en virtud de c, se tiene 


S'=f »u(d)+f )u(d+...+f Y ula). 
dNó dNód2 INón 


Reuniendo todos los términos con un mismo valor de d y sa- 
cando fuera de paréntesis y (d), obtendremos entre paréntesis 
la suma de aquellos números f, y sólo aquéllos, cuyos Ó co- 
rrespondientes son múltiplos de d, y esto es precisamente Sa. 


$ 4. Función a. La función de Euler q (a) se define 


de Euler para todos los enteros positivos a y repre- 
senta la cantidad de números de la sucesión 
0 AA (1) 


que son primos con a. 
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Ejemplos. 
$()=1, p (4) =2, 
p(2)=1, (5)=4, 
p(3)=2, (6) =2. 
b. Sea 


a=piipo? ... Pz? (2) 


la descomposición canónica del número a. Entonces 


0) A 


o también 
9 (a) = (3 — poh) (pp)... (pr — pt); (4) 


en particular, 
p(p)=p.—p""*, q(p)=»p—1. (5) 

En efecto, apliquemos el teorema d, $ 3. En este caso, los 
números 6, y los números f, los definimos así: Supongamos 
que k recorre los números de la sucesión (1). Hagamos Ú, = 

= (k, a) y a cada valor 6, le ponemos en correspondencia el 
número fj = 1. 
Entonces S” será igual al número de valores de 6, = (k, a) 
que son iguales a 1, es decir, será igual a y (a), mientras que 
Sa será igual al número de valores de 6, = (k, a) que son 
múltiplos de d. Pero (k, a) puede ser múltiplo de d solamente 
bajo la condición de que d sea un divisor de a. Cumpliéndose 
esta condición, Sy será igual al número de valores de k que 


son múltiplos de d, es decir, será igual as . Así, pues, resulta 
p()=>) (07 
da 


de donde, en virtud de c, $ 3, se deduce la fórmula (3), y 
de esta última, en virtud de (2), se deduce la fórmula (4). 
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Ejemplos. : : : 

9 (60) =60 (1—3) (1-3) (1-5) =16; 

p (81) =81 — 27 = 54; 

p(5)=5- 1=4. 
c. La función q (a) es multiplicativa. 
En efecto, para (a;, as) = 1 de b, evidentemente, se deduce 
que 

p (asas) = y (as) y (as). 
Ejemplo. q (405) = q (81) y (5) = 54 4 = 216. 
d. PL (d) =a. 
Para verificar esta fórmula, aplicamos la identidad c, $ 2, 
la cual para 0 (a) = q (a) da 
AMAR AA+ (07)... 


(UE) IP ()+ +0 (p5*)). 


En virtud de (5) el segundo miembro se escribe así: 
(+ (A—D+(p—p) +... Hp —pR7?))... 


co (Ue — 1) + (=p) + (pr — par 0)), 
lo cual, después de reducir los términos semejantes en cada 
paréntesis grande, resulta ser igual a p21 pg? ... pik = a. 
Ejemplo. Haciendo a = 12, hallamos 


9 (1) +09(2) + 968) + q (4) + q (6) + y (12) = 
=lI+41TE242+92+4=19 


Preguntas referentes al capitulo Il 
1, a. Supongamos que en el intervalo Q <x<R la función 
f (x) es continua y no negativa. Demostrar que la suma 


Y» f(x) 


Q<x<R 
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expresa el número de puntos enteros (puntos de coordenadas 
enteras) de la región plana: Q<x<R, 0<y<Í (0. 
b. Sean P y Q números positivos impares, primos entre sí. 
Demostrar que 


Sé a 


0<x<2 0<u<F 


c. Supongamos que r>0 y sea T el número de puntos 
enteros que hay en la región x*4+y*?<r?. Demostrar que 


T=144[101+8 )) Wa=31-4[7]” 


<< 


v2 


d. Supongamos que n>0 y sea T el número de puntos 
enteros que hay en la región 0) y>0, xy<n. Demos- 
trar” que 

T=2 Y [7)-IV nr”. 


0<x<Vn 


e. Consideremos un polígono, cuyos vértices son puntos ente- 
ros y cuyo contorno no se corta consigo mismo y no es tangente 
a sí mismo. Sea S el área del polígono y T= >8— 1, donde 
la sumación se extiende a todos los puntos enteros que están 
situados en el interior del polígono y en su contorno, siendo 
Ú = 1 para los puntos interiores y Ú = 0,5 para los puntos 
del contorno. Demostrar que T = S. 

2. Supongamos que n > 0, m es entero, m> 1 y x recorre 
los números enteros positivos que no son divisibles por la 
m-ésima potencia de un entero superior a 1. Demostrar 


que 3% 
3V3]="0. 
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3. Supongamos que los números positivos a y f son 
tales que 


[ax]; x= l, 2, ..., [Byl; y=1l, La .... 
forman conjuntamente todos los números de la sucesión 
natural sin repeticiones. Demostrar que esto se cumple 
cuando, y sólo cuando, a es irracional y 


CS 
4, a. Sea [tl > 1, ¿ = [1] y sean x,, x2, .. ., xi: los núme- 
ros 1, 2, ..., t, dispuestos en tal orden que los números 


0, fax;), faxo), ..., (ax), 1 
no decrezcan. Demostrar el teorema de la pregunta 4, b, 
cap. 1, considerando las diferencias de los números conse- 
cutivos de la última sucesión. 


b. Sean T;,, Taza, .. ., Th números reales, cada uno de los 
cuales no es menor que l; supongamos que %y, %, ..., A 
son reales. Demostrar que existen unos números enteros 
51) E2, -- ., En, no simultáneamente iguales a cero, y un 
número entero n, que satisfacen a las condiciones: 

[E] <rt,, |E2| <vz, e VE << T (Ess E2, SERE n)= E 


1 
[a 51 + 02)... + abr —n] < TiTo -.. Th 


5. Sea a real y c entero, c>0. Demostrar que 


9] - [21 


6, a. Sean a, P, . .., » números reales. Demostrar que 
la + B+... +44 >lal4+1Bl+ ... +14]. 
b. Supongamos que a, b,..., l son enteros positivos, 
a+b+... + 1=n. Aplicando b, $ 1, demostrar que 
n! 


abi... 1 
es un número entero. 
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7. Supongamos que A es entero, h>0, p es primo y 


. ps+1—1 
== 


us 


Representando h en la forma h = PmUm + Pm-1Um a + +. + 
. . . + pilla + Po, donde u,, es el máximo u, no superior 
a h, Pmum es el máximo múltiplo de u,, no superior a h, 
Pm -1U4m + es el máximo múltiplo de u,, -, no superior a h — 
— Pmlm» Pm -2Um -2 es el máximo múltiplo de um -2 no supe- 
rior a A — Pmlim — Pm -1Um -1, €tc, demostrar que los núme- 
ros a que satisfacen a la condición de que en la descomposi- 
ción canónica de a! el número p figura con el exponente h, 
existen cuando, y sólo cuando, todos los números Pm, 
Pm-1» - +.» P1, Po SOÑ menores que p; además, en este caso 
los números a indicados son todos los de la forma 


a =.pmP"* + Pmap" +... + pp? + pop + P', 


donde p' toma los valores: 0, 1,..., p—1. 
8, a. Supongamos que en el intervalo Q <x<R la fun- 
ción f (x) admite derivada segunda continua. Haciendo 


x 


| 
p0=3-(). 0)=|p(2d, 
0 
demostrar que (fórmula de Sonin) 
R 


YH) =) Fu) dx (R)HR)—P(Q)F(Q) — 


Q<x<R Q 


: R 
—o(R)F(R)+09(Q)f" (0) +) o (x) f(x) dx. 


b. Supongamos que se cumple la condición de la pregunta 
a para R arbitrariamente grandes, y que la integral 
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00 


Vir (x)|dx es convergente. Demostrar que 
Q 


Y» f()= 


Q<x<R 


R 00 
Aa] f(x) dx + p (RI E(R)—0 AR) FR) | 0 (2) F(x) de. 
R 


donde C no depende de R. 
c. Si B toma solamente valores positivos y la razón 1 


permanece acotada superiormente, se escribe A = O (B). 
Sea n entero, n > 1. Demostrar que 


In (nt) =n inn —n +0 (In n). 
9, a. Sea n>2, 8 (2, 20) = 20 Pp, donde p recorre los 
p< 


29< 
números primos. Sea también eu 8 (2,0) y para x>0 


p(x) =0(0+0(V 1) +0(/x)+... 
Demostrar que 
a) na) =y(mM+v (5) +v(3)+...: 
B) p(1aj<?2n 
n 0(1,7)+0(5 7)+0 (5. 5)+..- 
=nIn2+0(V n). 


b. Para n>2, demostrar que 


) Y =Inn+0(1, 


pÉn 


donde p recorre números primos. 
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c. Sea e una constante positiva arbitraria. Demostrar que 
en la sucesión de números naturales existe un conjunto infi- 
nito de pares de números primos Pn, Pn+1 que satisfacen a la 
condición 

Pn+1 < Pn (1 + 8). 
d. Sea n > 2. Demostrar que 


Y 5=C+InInn+0 (;;7). 


p<n 
donde p recorre números primos y C no depende de £. 
e. Sea n>2. Demostrar que 


(13) =155 (0+0 (555))- 


pPEn 
donde p recorre números primos y Cy no depende de n. 
f. Demostrar la existencia de una constante sy > 2 con la 
condición de que para cualquier entero s > sp, para el s-ésimo 
número primo p, de la sucesión 2, 3, 5, ... se verifica la ' 
desigualdad 
| ps < 1,5s In s. 


g. Demostrar que 


> > =0 (In Ina). 


10, a. Sea 0 (a) una función multiplicativa. Demostrar que 
0, (a)= Y 0 (d) también es una función multiplicativa. 

b. Supongamos que la función 6 (a) está definida para todos 
los enteros positivos a y que la función y (a) = 2 0 (a) es 


multiplicativa. Demostrar que la función 2) enbiá es 


multiplicativa. 
11. Supongamos que, para m > 0, T,, (a) denota el número 
de soluciones de la ecuación indeterminada x¡X2 ... Xm = 


= M4 (Xi, X2, » - .» Xm recorren los números enteros positivos 
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independientemente uno de otro); en particular, es evidente 
que 1, (a) = 1, tz (a) = 1 (a). Demostrar que 

a. Tm (a) es una función multiplicativa. 

b. Sea p un número primo, a >0 y m>> 1. Entonces 


_(a+1)(a4-2) ... (a +m—1) 
Tm (p*)= 1-2... (m—1) 
c. Si e es una constante positiva arbitraria, se tiene 
li E 20. 


d. Y tm(a) expresa el número de soluciones de la desi- 
0<a=<n : 


gualdad xiX2 ... Xm=<<n en números enteros positivos x,, 
Xa» ...9 Xm:- 

12. Supongamos que R(s) representa la parte 'real del 
número s. 

Si R(s)>1, hacemos ¿(s)= Y 7. 


n=1 


Sea m>0, m es 


entero. Demostrar que 


Esr= y ER. 


ns 
n=1 


13, a. Siendo R(s) > 1, demostrar que 
1 
E (s)= II 7 1”? 


donde p recorre todos los números primos. 

b. Demostrar que la cantidad de números primos es infinita, 
basándose en la divergencia de la serie armónica. 

c. Demostrar que la cantidad de números primos es infinita, 
312 

6* 

14. Sea A (a) = In p para a = p!, donde p es primo y l 
es un entero positivo; A (a) = 0 para los otros enteros posi- 


basándose en la irracionalidad del número £ (A) = 
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tivos a. Siendo R (s) > 1, demostrar que 


LS) _ y Am 
IN S 0. 


15. Sea R(s) > 1. Demostrar que 


n=1 


Pp n=1 
donde p recorre los números primos. 
16, a. Sea n>1. Aplicando d, $3, demostrar que 


ls 2) u (a) [7 |. 


0<d<n 
b. Sea M(z, 2) 2 _4(a); M(x)=M (x, 0). Demostrar 


que 


a) MMAM( E) +4M(G) +. =1, 021, 
p) M(a 54M (30 pon pa 
+.o.==l, e 


c. Supongamos que n >1, l es entero, [> 1, Ti, n es el 
número de enteros x con la condición 0 <x X<n, que no 
son divisibles por la /-ésima potencia de un entero superior 
a 1. Aplicando d, $ 3, demostrar que | 


T,.=Y u (4) [5]. 
d=1 


17, a. Supongamos que a es entero, a > 0, y que para los 
enteros Xi, Xo; . . ., X. se ha definido uníivocamente una 
función f (x). Demostrar que 


S'= Y p(d)Sa, 
da 


donde S” denota la suma de los valores de f (x), extendida 
a los valores de x que son primos con a, y Sy es la suma de 
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los valores de f (x), extendida a los valores de x que son múlti- 
plos de d. 
b. Supongamos que k> 1 y que se han dado los sistemas 


! ?, ” 7 n, . y(n) ,m) (n) 
E E o e e o a A 0 XA 


donde cada uno de ellos consta de números enteros no simul- 
táneamente iguales a cero. Supongamos también que para 
estos sistemas se ha definido univocamente una función 
[F(X1, Xo2, . . -, xr). Demostrar que 

S' = > (d) Sa, 
donde S' denota la suma de los valores de f (X,, X2, . - ., Xh), 
extendida a los sistemas de números primos entre sí, y Sy 
es la suma de los valores de f (X1, X2, . - ., Xa), extendida 
a los sistemas de números que son simultáneamente múltiplos 
de d. Aquí d recorre números enteros positivos. 
c. Supongamos que a es entero, a > 0, y que para los divi- 
sores 8 del número a se ha definido univocamente una función 
F (8). Haciendo 

G(8)= 2, F(d), 

aXó 


demostrar que (la ley de inversión para las funciones numé- 


ricas) 
F (a)= Y p (d)G (5) 
da 
d. Supongamos que a los enteros positivos 
61, Ó2, .. ., Ón 


les corresponden cualesquiera números reales o complejos, 
no iguales a cero: 
fa, fa, .. +, La 


Pr=[1P3", 


donde P* denota el producto de los valores f que corresponden 
a los valores Ó que son iguales a 1, P¿ denota el producto 


Demostrar que 
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de los valores f que corresponden a los valores Ó que son múl- 
tiplos de d, y d recorre todos los números enteros positivos 
que dividen al menos a un 6. 

18. Supongamos que a es entero, a> 1, Gm (n) = 1” + 
+42 +... +87”, Pm (a) es la suma de las m-ésimas poten- 
cias de los números de la sucesión 1, 2, ..., a que son 


primos con a; Ps, Pz, . . ., pz son los divisores primos del 
número a. 


a. Aplicando el teorema de la pregunta 17, a, demostrar 
que 


Pm (2) = Y) 1(d) d"0m (5). 
da 
b. Demostrar que 


y, (a) => 9 (a). 
Cc. Demostrar que 


Va (a) = (EEE ops ... pr) p (a). 


19. Supongamos que 2> l, a es entero, a>0, T, es la 
cantidad de números x con las condiciones 0O<x<z, 
-(x, a) = 1, e es una constante positiva arbitraria. 

a. Demostrar que | 


1. (0[7]. 
da 
b. Demostrar que 


T,=F ela) +0(a). 


c. Supongamos que z > 1, x (z) denota la cantidad de núme- 
ros primos no superiores a z, a es el producto de los números 
primos no superiores a Y z. Demostrar que 


1 (2) =n(V 2-14) ua) [5]. 


da 
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20. Supongamos R(s)>1, a es entero, a>0. Demostrar 


que 
Y» =50 11 (1-3). 


donde n recorre en el primer miembro los números enteros 
positivos que son primos con a, y p recorre en el segundo 
miembro todos los divisores primos del número a. 

21, a. La probabilidad P de que k números enteros positivos 
X1, X2, ..., Xp Sean primos entre sí, la definiremos como 
el límite para N >. 00 de la probabilidad Py de que sean 
primos entre sí k números Xy, Xz, . . . Xp, a cada uno de los 
cuales, independientemente de los demás, se le ha asignado 
uno de los valores 1, 2, ..., N, los cuales se consideran 
como valores igualmente posibles. Aplicando el teorema 
de la pregunta 17, b, demostrar que P = (£ (£))1. 

b. Definiendo la probabilidad P de que la fracción % sea 


irreducible del mismo modo que en la pregunta a para k = 2, 
demostrar que 


6 
P==3 


22, a. Supongamos que r > 2, y sea T el número de puntos 
enteros (x, y) situados en a la región x? + y? <r?, y cuyas 
coordenadas son números primos entre sí. Demostrar que 


T=2 240(r1nr). 


b. Supongamos que r > 2, y sea T el número de puntos 
enteros (x, y, 2) situados en la región 24 y4+2<RP, 


y cuyas coordenadas son números primos entre sí. Demostrar 
que 

Ff= zu a r-+0(r). 
23, a. Demostrar el teorema c, $ 3, contando los divisores 
del número a que no son divisibles por el cuadrado de un 


entero superior a 1 y que tienen 1, 2, ... divisores pri- 
mos, 
4—1030 
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b. Supongamos que a es entero, a > 1, d recorre los divisores 
del número a que tienen no más de m divisores primos. Demos- 
trar que para m par, Y) p (d) >0, y para m impar, 2) u (d) < 
< 0. 

c. En las condiciones del teorema d, $ 3, considerando que 
todos los valores f son no negativos y haciendo recorrer a d 
solamente los números que tienen no más de m divisores pri- 
mos, demostrar que 


Ss <Eu(d)Sa S'>2u(d)Sa 
según que m sea par o impar. 
d. En las condiciones de la pregunta 17, a, demostrar unas 
desigualdades iguales a las de la pregunta c, considerando 
que todos los valores de f (x) son no negativos; hacer lo mismo 
también en las condiciones 17, b, considerando que todos 
los valores f (Xi, X2, . - -, Xx) son no negativos. 
24. Supongamos que e es cualquier constante con las condicio- 
nes O<e<L, N>8, r=InN,0<9<N'*, 0<1< 
<q, (q, D)=1, 7 (N, q, Desla cantidad de números primos 
con las condiciones: p < N, p = ql + l, donde 1 es entero. 
Demostrar que 

Nr* 


Para la demostración, haciendo h = r!i-0.52, los números 
primos con las condiciones indicadas se deben considerar 
como un caso particular de todos los números con estas con- 
diciones que son primos con a, donde a es el producto de 
todos los primos que no son superiores a e? y que no dividen 
a q. Se debe aplicar el teorema de la pregunta 23, d (condi- 
ciones de la pregunta 17,a) con el a indicado y m = 
= 2 [2 In r + 1). 

25. Supongamos que k es par, k>0, la descomposición 
canónica del número a tiene la forma a = PpiP2 .. - Ph 
y d recorre los divisores del número a con la condición 
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0<d< V a. Demostrar que 
21 (d)=0. 


26. Supongamos que k es entero, k > 0, d recorre los números 
con la condición q (d) = k. Demostrar que 

27. Utilizando la expresión de q (a), demostrar que la can- 
tidad de números primos es infinita. 

28, a. Demostrar el teorema d,$ 4, estableciendo que ita 
cantidad de números de la sucesión 1, 2, ..., a que tienen 


. , . LA . . . a 
con a un mismo máximo común divisor Ó, es igual a y (5) h 


b. Deducir la expresión para p (a): 

a) aplicando el teorema de la pregunta 10, b; 
B) aplicando el teorema de la pregunta 17, c. 
29. Sea R (s) > 2. Demostrar que 


$ (5) 


30. Sea n entero, n >2. Demostrar que 


y 9) _t6—0 
n=1 ja 


y p(m)=12+0(n1n 1). 


m=1 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo Il 


1, a. Hallar el exponente con el que el número 5 figura en la descom- 
posición canónica de 5 258! (véase la pregunta 5). 

b. Hallar la descomposición canónica del número 125! 

2, a. Hallar + (5600) y S (5 600). 

b. Hallar Y (116 424) y S (116 424). 

3. Formar la tabla de los valores de la función p (a) para todos tos 
a=1,2,..., 100. 

4. Hallar a) q (5 040), B) y (1 294 700). 

5. Formar la tabla de los valores de la función q (a) para todos los 
a=1,2,..., 50, aplicando solamente la fórmula (5), $ 4 y el teo- 


rema e 4. 
$ qe 


CAPITULO TERCERO 


Congruencias 


$ 1. Conceptos a. Vamos a estudiar los números enteros 
fundamentales en relación con los restos de la división 
de los mismos por un entero positivo m dado, al cual lo llama- 
remos módulo. 

A cada número entero le corresponde el resto de su división 
por m (c, $ 1, cap. 1); si a dos enteros a y b les corresponde 
un mismo resto r, éstos se llaman congruentes según el módulo 
m, o respecto del módulo m, o simplemente, congruentes módu- 
lo m. 

b. La congruencia de los números a y b respecto del módulo 
m se escribe así: | 


a = b (mód. m). 


lo cual se lee: a es congruente con b respecto del módulo m. 

c. La congruencia de los números a y b respecto del módulo 
m es equivalente a: 

l. La posibilidad de expresar a en la forma a = b + mt, 
donde t es entero. 

2. La divisibilidad de a — b por m. 

En efecto, de a = b (mód. m) se deduce que 


a=mq+r, b=m+r,; 0O<r<m, 
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de donde 
a—b=m(q—q),a=b+ mt, t=q —quí. 
Recíprocamente, de a = b + ml, representando b en la forma 
b=m+r, O<r<m, 
deducimos que 
a=m+r q=q>+Í, 


es decir, 
a = b (mód. m). 


Por esto, la afirmación 1 es justa. 
De 1 se deduce inmediatamente la afirmación 2. 


> 2.Propiedades a. Dos números que son congruentes con 


de las un tercero, son congruentes entre sí. 
congruencias, Se deduce de a, $ 1. 
semejantes a b.L e de 
las propiedades » Las congruencias se pueden sumar 
de las término a término. 
igualdades En efecto, sea 


a, = b, (mód. m), az = ba (mód. m), : 
Ah = ba (mód. m). (1) 
Entonces, (1, c, $ 1), 


4 =b,+ml,, d2 =b34+ mz, ..., An = Da + miz, (2) 
de donde 
a + 4+ ... (Ap = 


=b1+b9+ ... +bi+m(t + t+... + fa), 
o sea, (ft, c, $ 1), ' 
4 +a+...+Har=b,+b2+... + ba (mód. m). 


Un sumando que figure en un miembro cualquiera de la con- 
gruencia se puede pasar al otro miembro, cambiándole el 


signo. 
En efecto, sumando la congruencia a + b = Cc (mód. m) 
con la congruencia evidente —b == —b (mód. m), resulta 


a = Cc — b (mód. m). 
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A cada miembro de una congruencia se le puede sumar (o restar) 
cualquier número que sea múltiplo del módulo. 

En efecto, sumando la congruencia a = b (mód. m) con la 
congruencia evidente mk = 0 (mód. m), resulta a + mk = 
= b (mód. m). 

c. Las congruencias se pueden multiplicar término a tér- 
mino. 

En efecto, examinemos de nuevo las congruencias (1) y las 
igualdades (2) que se deducen de ellas. Multiplicando término 
a término las igualdades (2), obtenemos 


a... =bib3...bi + mN, 
donde N es entero. Por consiguiente, (1,c, $ 1), 
asa... Or = bib... . bz (mód. m). 


Ambos miembros de la congruencia se pueden elevar a una 
misma potencia. 

Esto se deduce del aserto antedóa 

Ambos miembros de la congruencia se pueden multiplicar por 
un mismo entero. 

En efecto, multiplicando la congruencia a = b (mód. m) 
por la congruencia evidente Rk= k (mód. m), obtenemos 
ak = bk (mód. m). 

d. Las propiedades b y c (la adición y multiplicación de 
congruencias) se generalizan mediante el siguiente teorema. 


Si en la expresión de una función racional entera de coeficien- 
tes enteros 


(AN Ly Ta 

S= AY, ... ají A e 
se sustituyen los números Ag... ap Xi» ..., Xp por los 
números Bo,,..., ayy Ya -»»» Yun, los cuales son congruentes 


con los anteriores respecto del módulo m, la expresión nueva 


de S será congruente con la precedente respecto del módu- 
lo m. 
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En efecto, de 


Aa, as =Ba,,..., a, (Mód. m) 
xy =Yy, (mod. m), ..., Xx» = Y» (mód. m) 
hallamos (c) : 
xi =y71 (mód. m), ..., x,*= yz" (mód, m), 
Ago. pto Ba, ayi! - > - Yar (mód. m). 


de donde, sumando, obtenemos 


> Az, E 041 A Y Baro, a Y . . . Y;* (mód. m). 


a = b (mód. m), a, = b, (mód. m), .. . 4, = ba (mód. m), 
- x == X1 (mód. m), 

se tiene 
a? +ax dl... +ar= 

= bx 4 bir 1 4... +b, (mód. m). 
Este aserto es un caso particular del anterior. 
e. Ambos miembros de la congruencia se pueden dividir por su 
común divisor, si este último es primo con el módulo. 
En efecto, si a = b (mód. m), a = ayd, b = bid, (d, m) = 1 
resulta que la diferencia a — b, igual a (a, — by) d, es divi- 
sible por m. Por esto (2, tf, $ 2, cap. 1!) a, — b, es divisible 
-por m, es decir, a, == b, (mód. rm). 


$ 3. Otras a. Ambos miembros de una congruencia 
propiedades de y el módulo se pueden multiplicar por 
las congruencias un mismo número entero. 
En efecto, de a == b (mód. m) se deduce que 
a=b + mt, ak = bk + mkt 
y, por consiguiente, ak = bk (mód. mk). 
b. Ambos miembros de una congruencia y el módulo se pueden 
dividir por cualquier común divisor suyo. 
En efecto, sea 
a=b (mód. m), a= add, b= bid, m $ mid. 
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Se tiene 
a=b + mi, ad = bid — midi, ai = b, + mit 


y, por lo tanto, a, = b, (mód. m). 

c. Si se verifica la congruencia a = b respecto de varios módu- 
los, entonces se verifica también respecto del módulo que es 
igual al mínimo común múltiplo de estos módulos. 

En efecto, de a=b(mód. m,), a=b (mód. mp), ..., 
a == b (mód. m,) se deduce que la diferencia a— b es divisible 
por todos los módulos m,, ma, .. ., my. Por esto, (c, $ 3, 
cap. 1), también es divisible esta diferencia por el mínimo 
común múltiplo m de estos módulos, es decir, a = b (mód. m). 
d. Si una congruencia se verifica respecto de un módulo m, 
también se verifica respecto de un módulo d que sea igual a cual- 
quier divisor del número m. , 

En efecto, de a == b (mód. m) se deduce que la diferencia 
a —b tiene que ser divisible por m; por esto, (1, b, $ 1, 
cap. I), esta diferencia tiene que ser divisible también por 
cualquier divisor d del número m, es decir, a == b (mód. d). 
e. Si un miembro de una congruencia y el módulo son divisibles 
por algún número, el otro miembro de la congruencia tiene 
que ser divisible por el mismo número. 

En efecto, de a == b (mód. m) se deduce que a = b + mt; 
si a y m son múltiplos de d, entonces (2, b, $ 1, cap. 1) tam- 
bién b tiene que ser múltiplo de d, como se afirmaba. 

f. Si a=b (mód. m), entonces (a, m) = (b, m). 

En efecto, en virtud de 2, b, $ 2, cap. 1, esta igualdad se 
deduce inmediatamente: de a = b + mt. 


$ 4. Sistema a. Los números que dan un mismo resto, 
completo o lo que es lo mismo, los que son congruen- 
de restos 


tes respecto del módulo m, forman una 
clase de números respecto del módulo m. 

De esta definición se deduce que a todos los números de 
una clase les corresponde un mismo resto r, por lo cual, 
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haciendo recorrer a g en la forma mg + r todos los números 
enteros, se obtienen todos los números de la clase. 
Correspondientemente a m valores distintos de r, se tienen 
m clases de números respecto del módulo m. 

b. Cualquier número de la clase se llama resto o residuo 
respecto del módulo m con relación a todos los números de 
la misma clase. El resto que se obtiene para q = 0, igual 
al residuo mismo r, se llama resto no negativo mínimo. 


El resto p que es el menor en valor absoluto, se llama resto 
absoluto minimo. 


Evidentemente, si <> se tiene p=r; si r>+ se tiene 


p ==r—m; finalmente, si m es par y r=> , se puede tomar 
. . m m m 

por p cualquiera de los dos números + Y Mo => 

Tomando un resto de cada clase se obtiene un sistema completo 

de restos respecto del módulo m. Por lo general, como sistema 

completo de restos se emplean los restos no negativos míni- 

mos 0, 1, ..., m— 1 o también los restos absolutos míni- 

mos; como se deduce de lo expuesto anteriormente, estos 

últimos, en caso de m impar, se representan por la sucesión 

m—1 m—1 

TT ...y =i, O, l, ...y3 =>» 

y en el caso de m par, por una cualquiera de las dos suce- 


siones 
m 


m 
=> ...y —1, 0, 1, ...) 9»? 


y d0) L, di 
c. Cualesquiera m números que sean incongruentes dos a dos 
respecto del módulo m, forman un sistema completo de restos 
de este módulo. 
En efecto, estos números, siendo incongruentes, tienen que 
pertenecer a distintas clases, y como en total hay m números, 
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es decir, tantos cuantas clases hay, en cada una de las clases 
tiene que haber, indudablemente, un número único. 

d. Si (a, m) = 1 y x recorre el sistema completo de restos respec- 
to del módulo m, entonces ax + b, donde b es un entero cual- 
quiera, también recorre el sistema completo de restos respecto 
del módulo m. 

En efecto, hay tantos números de la forma ax + b cuantos 
números x hay, es decir, m. Según e, no queda más que mos- 
trar que dos números cualesquiera ax, + by ax2b, que 
corresponden a dos números incongruentes x, y x», son tam-. 
bién incongruentes entre sí respecto del módulo mm. 

Pero suponiendo que ax, + b = axaz + b (mód. m), se obtiene 
la congruencia ax, = axz (mód. m), de donde, en virtud de 
que (a, m) = 1, resulta x, = x2 (mód. m), lo cual contradice 
a la incongruencia de los números xy y X»z. 


$ 5. Sistema a. En virtud de f, $ 3, los números de 
reducido una misma clase respecto del módulo m 
de restos 


tienen con el módulo un mismo máximo 
común divisor. “Son de suma importancia las clases para 
las cuales este divisor es igual a la unidad, es decir, las clases 
que contienen números que son primos con el módulo. 
Tomando sendos restos en estas clases, se obtiene el sistema 
reducido de restos respecto del módulo m. Por consiguiente, el 
sistema reducido de restos se puede formar de los números 
del sistema completo que son primos con el módulo. Ordina- 
riamente, el sistema reducido de restos se extrae del sistema 
de restos no negativos mínimos: 0, 1, ..., m— 1. Como 
entre éstos hay q (m) números que son primos con m, la can- 
tidad de números del sistema reducido, así como la cantidad 
de clases que contienen números primos con el módulo, 
es igual a q (m). 

Ejemplo. El sistema reducido de restos según el módulo 42 es 


1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. 
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b. Cualesquiera y (m) números que sean incongruentes dos a dos 
respecto del módulo m y que sean primos con el módulo, forman 
un sistema reducido de restos según el módulo m. 

En efecto, estos números, siendo incongruentes dos a dos 
y primos con el módulo, tienen que pertenecer a distintas 
clases que contienen números que son primos con el módulo, 
y como en total hay q (m) de tales números, es decir, tantos 
cuantas clases hay del tipo indicado, en cada una de las 
clases habrá, indispensablemente, un número único. 

c. Si (a, m) = 1 y x recorre el sistema reducido de restos según 
el módulo m, ax también recorre el sistema reducido de restos 
según el módulo m. 

En efecto, hay tantos números ax cuantos números x hay, 
es decir, q (m). Por lo tanto, en virtud de b, no queda más 
que demostrar que los números ax son incongruentes dos 
a dos respecto del módulo m y son primos con el módulo. 
Pero lo primero se demostró en d, $ 4 para los números de 
la forma más general ax + b; lo segundo se deduce de que 
(a, m) = 1, (x, m =1. 


$ 6. Teoremas a.Sim>1 y (a, m) = 1 se tiene (teo- 


de Euler rema de Euler): 
y Fermat arm) = 1 (mód. m). 
En efecto, si x recorre el sistema reducido de restos 
CT sas =p, 


formado por los restos no negativos mínimos, entonces los 
restos no negativos mínimos p,, Pz, . . ., Pe de los números 
ax también recorren el mismo sistema, pero, generalmente, 
dispuestos en otro orden (c, $ 5). 
Multiplicando término a término las congruencias 

ar, == P1 (mód. m), ar, = Pa (mód. m), ..., 

. ., Aro = Pe (mód. m), 
obtenemos 
A Tio... foa=PiP2 - - - Pe (mód. m), 
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de donde, dividiendo ambos miembros por el producto 
fa... Teo =PiP2 - - Pe, resulta 


a* = 1 (mód. m). 


b. Si p es primo y a no es divisible por p, se tiene (teorema de 
Fermat): 
aP-1= 1 (mód. p). | (1) 


Este teorema es una consecuencia del teorema a para m = p. 
Al último teorema se le puede dar una forma más cómoda. 
Precisando, si se multiplican ambos miembros de la con- 
gruencia (1) por a, se obtiene la congruencia 


AP = a (mód. p). 


la cual es válida ya para todos los valores enteros de a, puesto 
que también es válida si a es múltiplo de p. 


Preguntas referentes al capitulo IN 


1, a. Expresando los números enteros en el sistema decimal 
- de numeración, deducir los criterios de divisibilidad por 
3, 9, 11. 

b. Expresando los números enteros en el sistema de numera- 
ción de base 100, deducir el criterio de divisibilidad por 101. 
c. Expresando los números enteros en el sistema de numera- 
ción de base 1000, deducir los criterios de divisibilidad 
por 37, 7, 11, 13. 

2. Supongamos que m > 0, (a, m) = 1, b es entero, x recorre - 
el Sistema completo y E el sistema reducido de restos res- 
pecto del módulo m. Demostrar que 


y Aj =3 m1) 


3 (E)=30(m. 
5 
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3, a. Supongamos que a m)=1, h>0, c es real 
a ax + (x) 
5-3 ( A 


donde y (x) para los valores considerados de x toma valores 
que cumplen la condición c<wv(x) <c+h. Demostrar que 


|[s—7m|<h+3- 


b. Supongamos que M es entero, m>0, (a, m)=1, A y B 


son reales, 
M+m-1 


A 
A==++p+ S= D (4:4B). 
x=M 
Demostrar que 
1 l 
|[s-7m|<|»+>3- 


c. Sea M entero, m>0, (a, m)=1, 
M+m-1 


S= Gan E)» 


donde la función f(x) admite derivadas continuas f' (x) 
y f(x) en el intervalo M<x<M+m-—l, y se cumplen 
las condiciones 
' a 0 
Í (MM) =F+ 


siendo 


1 
Isme<t, 1=4%, A>2, Rk>l, 
Demostrar que 
l 


4. Supongamos que en el desarrollo del número irracional A 
en fracción continua todos los cocientes incompletos están 
acotados, M es entero, m es entero, m>>0, B es real. 
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Demostrar que 
M+m-1 


Y (4x+B)=>3m-+0(Inm). 

x=M 
5, a. Supongamos que A>2, k > 1 y que la función f (x) 
admite derivada segunda continua en el intervalo Q <x < 
< R, la cual satisface a las condiciones 


1 k 
a<lPOl<f- 
Demostrar que 
Y (10) =H(R—Q)+08;  [0|<1, 
Q<Ex<R 
1 
A= (2? (R—Q) In A+8%£A) A 3. 
b. Supongamos que 0< 0 <1, Q y R son enteros. En las 
condiciones de la pregunta a, demostrar que el número 
y (0) de fracciones (f(x); x=Q +1, ..., R con la con- 
dición 0 < f(x) < o se expresa por la fórmula | 
y (0) =(R—Q)+0'-2A; 10 |< 1. 
6, a. Sea T la cantidad de puntos enteros (x, y) que hay en 
la región + y<r (r >2). Demostrar que 


2 
T = 11? +0 (r3 1n r). 


b. Supongamos que n es entero, n>2, E es la constante 
de Euler. Demostrar que 


1 
(1)+7(9)+...+7(n)=n(Inn+2E-— 1) +0 (n3 (In n)?). 
7. A un sistema de n números enteros positivos, en que cada 
número viene expresado en el sistema de numeración de 
base 2, lo llamaremos regular, si para cualquier entero no 
negativo s la cantidad de números, en cuya expresión figura 
2s, es par, e irregular, si al menos para un s este número 
es impar. 
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Demostrar que un sistema irregular se puede hacer regular 
disminuyendo o excluyendo completamente un solo término 
del mismo, y en sistema regular se hace irregular disminuyen- 
do o excluyendo completamente cualquiera de sus térmi- 
nos. 

8, a. Demostrar que la forma 

o E e E 

donde Xn, Xn-13 "+ - -» X1 Xp recorren independientemente 
uno de otro los valores —1, 0, 1, representa todos los núme- 


roS 
3n+L_—] 


=H, ..., —1, O, ¡ AA H; H==3=T 


y, además, cada número, de un modo único. 
b. Sean m,, m2, .. ., my positivos, primos dos a dos. Apli- 
cando c, $ 4, demostrar que se obtiene el sistema completo 
de restos respecto del módulo mymaz, ..., Mx, haciendo 
recorrer a los números X,, X2, . . ., Xx en la forma 

X1 + MjiX2 + MiMoX3 Y ... Mia... Mp1Xp 
los sistemas completos de restos respecto de los módulos 
Mi, Ma, . . ., Mp. 
9. Sean m,, Mz, .. ., my primos dos a dos y sea 

MiMa ... Mp = Mim, = Mom> = ... = Mim. 


a. Aplicando c, $ 4, demostrar que se obtiene el sistema 
completo de restos respecto del módulo m,mz ... ma, 
haciendo recorrer a los números X;, X2, ..., Xx en la 
forma 
Mix + Max +... + Mxxa 

los sistemas completos de restos respecto de los módulos 
Mi, Ma, .. ., Mp»: 

b. Aplicando c, $ 4, cap. II y b, $ 5, demostrar que se obtiene 
el sistema reducido de restos respecto del módulo mm, .. . 
« . . Mp, haciendo recorrer a los números Xy, X2, .. ., Xa 
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en la forma 

Mix + Max +... + Mixp 
los sistemas reducidos de restos respecto de los módulos 
Mi, MI, + . »., Mp. 
c. Demostrar el teorema de la pregunta b independiente- 
mente del teorema c, $ 4, cap. 11 y deducir entonces el último 
teorema como consecuencia del primero. 
d. Hallar de un modo elemental la expresión para q (p*) y, 
aplicando la igualdad c, $ 4, cap. Il, deducir la expresión 
conocida para q (a). 
10. Sean my, mz, . . ., my primos dos a dos, superiores a 1, 
m= Ma ... Maz m= Mim. 
a. Supongamos que Xi, Xz, . . ., Xp, x recorren los sistemas 
completos de restos, y 51, Ez, . . ., En, E los sistemas reduci- 
dos de restos respecto de los módulos m,, Mz, ...., Mp, Mm. 
Demostrar que las fracciones 


Xy Xa Xh 
my Ma + ....o + Ma 


noe. . x . 
coinciden con las fracciones (+) , y las fracciones 
E1 , $2 En . [ 3 
a + eE +..+ . con las fracciones a ] ; 


b. Sean dadas R funciones racionales enteras de coeficientes 
enteros de r variables x, ..., w(r> 1): 


Ís(x, ..., w)= O s=1,...,K, 
Ce 


9...) 


y sea 
Hx,.. = DY Ca... 9... w; 
A, ..,0 ] 
Ca, ....1.= Y Mací> ..., 0 
s=1 
Xs, ..., Ws recorren los sistemas completos de restos 


y Es, -.., 0, los sistemas reducidos de restos respecto del 
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módulo ms; x, ..., w recorren los sistemas completos de 
restos y E, ..., (6 los sistemas reducidos de restos respecto 
del módulo m. Demostrar que las fracciones 


[ Hat + 0) li ...y wy) Es, ME ...) E 
coinciden con las fracciones [le 4 y las fracciones 


f (E ) e...) 01) fa (Eno e...) 05) 
a a 


con las fracciones (2% (generalización de los teore- 


mas de la pregunta a). 
11, a. Supongamos que m es entero, m>>0, a es entero, 
x recorre el sistema completo de restos respecto del módulo m. 
Demostrar que 

27 E m, si a es múltiplo de m. 
2 ñ 4 O en caso contrario. 


b.Supongamos que a es real, M es entero, P es entero, 
P>0. Designando con la notación (a) el valór absoluto de 
la diferencia entre a. y el número entero más próximo a qu 
(distancia de a al entero más próximo) demostrar que 


M+P-1 | 2 siempre 


| 2 picas <min (2, zu) : Y 


3, si (4) <g 


c. Supongamos que m es entero, m>1 y que las funciones 
M (a) y P(a) para los valores a=1, 2, ..., m—1 toman 
valores enteros con la condición P(a)>0. Demostrar que 


m m 
minm—3 In (2[5]+1), 
< minm—>, si m>12, 
minm=—m, si m>60. 


m—-1 M(a)+P(a)—1 a 


s | Ss e Es 


a=d x=M (a) 
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12, a. Supongamos que m es entero, m > 0, E recorre el 
sistema reducido de restos respecto del módulo m. Demos- 
trar que 


3 
2ni =— 
p(m)= Qe " 


b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrar el 
primero de los teoremas c, $ 3, cap. Il (véase la resolución 
de la pregunta 28, a, cap. ll). 
c. Deducir el teorema de la pregunta a, aplicando el teorema 
de la pregunta 17, a, cap. Il. 
d. Supongamos que | 

Kx,... w= Y) Ca...,1%...w8 

Us ..., 0 7 

es una función racional entera de coeficientes enteros de r 
variables x, ..., w(r > 1), aes entero, m es entero, m > 0; 
Xx, .. ., w recorren el sistema completo de restos y E, ..., w 
el sistema reducido de restos respecto del módulo m. Intro- 
ducimos las notaciones 


2x4 
Sa m= 2) O) iS 3 
alí , 0) 
Sa m2 +. Ne" m 
0 


Supongamos también que m="m,...m, donde m,, ..., Mz 
son primos dos a dos, superiores a 1, y sea m= Mamas. 
Demostrar que 


Sa, my +++ Say ma = SM ¿0,/+. - +MpQgo mo 
Sa, m, +++ Saz, m, SM 9,+. - .Ma0j, m 
e. Con las notaciones de la pregunta d, hacemos 
A(m)=m" YSa,m, A'(m)=m" Sim, 


donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo mm. 
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Demostrar que 
A (mi) ... A (mi) = A (m), 
A' (mi) ... A” (ma) = A' (m). 
13, a. Demostrar que 


a—1 p—1 nx 
p(a)= Y |] (1-5 Se P), 
n=0 p x=0 


donde p recorre los divisores primos del número a. 

b. Deducir la expresión conocida para q (a) de la identidad 
de la pregunta a. 

14. Demostrar que 


kk 


ly 22% 
t (a) =2 > DE * +6, 
0<x<Va  R=0 

donde 8 =1 ó 6 =0, según que a sea el cuadrado de un 
número entero o no lo sea. 
15, a. Supongamos que p es primo y hj,, hz, ..., ha son 
enteros. Demostrar que 
A In hy = 

=h +4... +A? (mód. p).' 
b. Deducir el teorema de Fermat del teorema de la pregun- 
ta a. 
Cc. Deducir el teorema de Euler del teorema de Fermat. 


Ejercicios naméricos referentes al capitulo III 
1, a. Hallar el resto de la división de 


(12 371% 4- 34)8 por 111. 


b. ¿Es divisible el número 2! %%8.-2 por 1 0932? 
2, a. Aplicando los criterios de divisibilidad de la pregunta 1, hallar 
el desarrollo canónico del número 244 943 325. 
b. Hallar el desarrollo canónico del número 282 321 246 671 737. 


5s 


CAPITULO CUARTO 


Congruencias con una 
incógnita 


$ 1. Conceptos Nuestro objetivo próximo es el estudio 
fundamentales de las congruencias de la siguien- 
te forma general: 

f(x) =0 (mód. m); [(%) =ax** +ax" 14... +a,() 
Si a no es divisble por m, el número n se llama grado de la 
congruencia. 

Resolver la congruencia, significa hallar todos los valores 
de x que la satisfacen. Dos congruencias, a las que satisfacen 
unos mismos valores de x, se llaman equivalentes. 
Si a la congruencia (1) la satisface algún x = x,, entonces 
(d, $ 2, cap. MM) a la misma congruencia la satisfacen tam- 
bién todos los números que son congruentes con x, respecto 
del módulo m: x = x, (mód. m). Toda esta clase de números 
se considera como una solución. Por lo tanto, la congruencia (1) 
tendrá tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfagan. 
Ejemplo. A la congruencia 

Xx +x-+13=0 (mód. 7), 
entre los números 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 del sistema completo de 
restos respecto del módulo 7, la satisfacen dos números: 
x = 2 y x = 4. Por ello, la congruencia indicada tiene dos 


soluciones: 
x == 2 (mód. 7), x= 4 (mód. 7). 
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$ 2. Congruen- a. La congruencia de primer grado, des- 
clas pués de trasladar el término indepen- 
de primer grado ¿jente (con el signo contrario) al segundo 
miembro, se reduce a la forma 

ax = b (mód. m). (1) 
b. Comenzando a estudiar el problema del número de solu- 
ciones de la congruencia (1), nos limitaremos primero al caso 
(a, m) = 1. En virtud del $ 1, la congruencia considerada 
admite tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfacen. Mas, cuando x recorre el sistema completo 
de restos respecto del módulo m, ax recorre el sistema com- 
pleto de restos (d, $ 4, cap. IMD. Por consiguiente, para un 
valor de x tomado del sistema completo, y sólo para uno, 
ax será congruente con b. Así, pues, si (a, m) = 1 la congruen- 
cia (1) admite una sola solución. 
c. Supongamos ahora que (a, m) = d > 1. Entonces, para 
que la congruencia (1) tenga solución es necesario (e, $ 3, 
cap. 1) que b sea divisible por d, pues en caso contrario 
la congruencia (1) sería imposible para algún x entero. Por 
esta razón, suponiendo que b es un múltiplo de d, hacemos 

= 4d, b = bid, m = mid. Entonces la congruencia (1) 

(después de haber simplificado por d) resulta equivalente a 
ayx == b, (mód. m,), en la cual (a,, mi) = 1 y, por lo tanto 
admite una solución respecto del módulo m;,. Sea x, el resto 
no negativo mínimo de esta solución respecto del módulo 
my, entonces todos los números x que forman esta solución 
serán de la forma 

x == X1 (mód. my). (2) 
Respecto del módulo m los números (2) forman más de una 
solución; forman precisamente tantas soluciones cuantos 
números (2) haya en la sucesión 0, 1, 2, ..., m— 1 que 
sean restos no negativos mínimos respecto del módulo mm. 
Tales números son: 


Xy, Xy | Ma, Xi Y 2M4, ..., Xi + (d— 1) m,, 
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es decir, en total d numeros (2) y, por consiguiente, la con- 
gruencia (1) admite d soluciones. 

d. Haciendo un resumen de todo lo demostrado, resulta el 
teorema siguiente: 

Sea (a, m) = d. La congruencia ax == b (mód. m) es imposible 
si b no es divisible por d. Si b es múltiplo de d, la congruencia . 
admite d soluciones. 

e. Para averiguar las soluciones de la congruencia (1), indi- 
caremos solamente un método, basado en la teoría de las 
fracciones continuas; además, es suficiente limitarse al caso 
(a, m) =1. 

Desarrollando en fracción continua la razón m: a, 

1 


q2+ Ñ 


L=que 


y considerando las dos fracciones reducidas últimas: 
Pra Pan _m 
Quai?  Qn a” 
en virtud de las propiedades de las fracciones continuas 
(e, $ 4, cap. l), se tiene: 
mQn-1 — OPr1 = (—D", 
aPn-1 == (—1)”* (mód. m), 
a-(—1)""“P,,-1b = b (mód. m). 
Así, pues, la congruencia en cuestión admite la solución 
x == (—1)""P,._1b (mód. m), 
para cuya averiguación es suficiente calcular P,-_, según 
el método señalado en d, $ 4, cap. 1. 
Ejemplo. Resolvamos la congruencia 
111x = 75 (mód. 321). (3) 
Aquí (111,321) = 3, siendo 75 múltiplo de 3. Por esta razón, 
la congruencia admite tres soluciones. 
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Dividiendo ambos miembros de la congruencia y el módulo' 
por 3, obtenemos la congruencia 
37x = 25 (mód. 107), (4) 
la cual debe resolverse primeramente. Se tiene 
107 137 


Pa 1 2 3 26 107 


Por lo tanto, en el caso dado n = 4, P,., = 26,.b = 25, 
y obtenemos la solución de la congruencia (4) en la forma 
== —26 -25 = 99 (mód. 107). 

De aquí, las soluciones de la congruencia (3) se expresan así: 
x= 99; 99 + 107; 99 + 2-107 (mód. 321), 

es decir, 
x= 99; 206; 313 (mód. 321). 

3. Sistema a. Estudiaremos solamente el sistema 
de congruencias más simple de congruencias 
de primer grado x = b, (mód. ma), 

x== ba (mód. ma), ..., x == b, (mód. m;) (1) 

con una incógnita, pero con distintos módulos que son primos 
dos a dos. 
b. Se puede resolver el sistema (1), es decir, se pueden hallar 
todos los valores de x que le satisfacen, aplicando el teorema 
siguiente: 
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Supongamos que los números M, y M', vienen definidos por las 
condiciones 

mima ... Mi = Mam,, MM, = 1 (mód. m,) 
y sea 

Xo = MiMib, + M2M;b2 +... + Mi¿Mx0b». 
Entonces el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema (1) 
se determina por la congruencia 


x= Xo (mód. mimz ... Mp). (2) 
En efecto, como todos los números M;, distintos de M,, 
son. divisibles por ms, para cualquier s=1,2,..., k 
se tiene 


Xo = M¿M6sb, = db, (mód. ma), 


y, por consiguiente, el sistema (1) es equivalente al sistema 


x == Xp (mód. mi), x= Xp (mód. moy), 
. ., Xx == Xp (mód. m;) (3) 


(es decir, a los sistemas (1) y (3) les satisfacen unos mismos 
valores de x). Pero, en virtud de los teoremas c, $ 3, cap. III 
y d, $ 3, cap. Ill, al sistema (3) le satisfacen aquellos valo- 
res de x, y sólo aquellos, que satisfacen a la congruencia (2). 
Cc. Si b;, ba, ..., by recorren independientemente uno de otro 
los sistemas completos de restos respecto de los módulos m,, mMz,. . , 

. ., My, entonces xy recorre el sistema completo de restos respecto 
del módulo mima ... my. 


En efecto, xy recorre mimo . . . mz valores, los cuales, en 
virtud de d, $ 3, cap. III, son incongruentes respecto del 
módulo mima ... Mx 


d. Ejemplo. Resolvamos el sistema 
x = b, (mód. 4), x= b» (mód. 5), x= bz (mód. 7). 
Aquí 4:5-7 = 35+4 = 28-5 = 20-7, y además, 
35:3 == 1 (mód. 4), 28-2 = 1 (mód. 5), 
20-6 = 1 (mód. 7). 
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Por lo tanto 
Xo = 35-3b, + 28 -2b, + 20 -6b3 = 105b, + 56b2 + 120b3 


y, por consiguiente, el conjunto de valores de x que satisfacen 
al sistema puede expresarse en la forma 


x == 105b, + 56b2 + 120b3 (mód. 140). 


Por ejemplo, el conjunto de valores de x que satisfacen al 
sistema 
x= 1 (mód. 4), x = 3 (mód. 5), x == 2 (mód. 7), 
es 
x == 105-1 + 56-3 + 120-2 = 93 (mód. 140), 


y el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema 
x = 3 (mód. 4), x=2 (mód. 5), x= 6 (mód. 7), 


es 
x = 105-3 + 56-2 + 120.6 = 27 (mód. 140). 


$ 4. Congruen- a. Sea p un número primo. Demostremos 
cias unos teoremas generales relativos a: -una 


de cualquier congruencia de la forma 
grado respecto 


de un módulo f(x) = 0 (mód. p); 
primo FO=a"r+ax*rAd 4 (0) 
b. Una congruencia de la forma (1) es equivalente a una con- 
gruencia de grado no Superior a p — 1. 
En efecto, dividiendo f (x) por x? — x, se tiene 

f(x) = (e — xQ (4) + R (x), 
donde el grado de R (x) no es superior a p — 1. Como xP — x== 
= 0 (mód. p), resulta f (x) = R (x) (mód. p), de donde se 
deduce el teorema indicado. 
c. Si la congruencia (1) admite más de n soluciones, todos los 
coeficientes de f (x) son múltiplos de p. 
En efecto, supongamos, que la congruencia (1) admite al 
menos n + 1 soluciones, Designando los restos de estas 
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soluciones con las letras xi, Xz, ..., Xan, Xn+1, podemos 
expresar f (x) en la forma 
Í(x) == 0 (x—x1) (1 —X2) - . . (x —Xn-2) (4— Xn-4) (X — Xn) + 
+b (x —X1) (X—X2) . . - (£— Xn-2) (X*—Xn-1) + 
+cC(x—x4) (1 —X2) .. . (x —Xn-2) + 


A as dl el 

HR (x— 4) (1 —X2) + 

+ l(x—x1) + 

+m. (2) 


Con este fin, transformando (abriendo paréntesis) los suman- 
dos del segundo miembro en polinomios, elegimos b de tal 
modo que la suma de los coeficientes de x””* en los dos pri- 
meros polinomios coincida con a,; una vez hallado b, elegi- 
mos c de tal modo que la suma de los coeficientes de x”-* 
en los primeros tres polinomios coincida con az, etc. 
Haciendo en (2) x= Xi, X2, - . -, Xn, Xn+1, Sucesivamente, 
comprobamos que todos los números mm, l, k, ..., c, b, a 
son múltiplos de p. Por lo tanto, también son múltiplos de p 
“todos los números a, 4,, ..., An (como sumas de números 
que son múltiplos de p). 
d. Si p es un número primo, se verifica la congruencia (teorema 
de pisada 

. (p — 1) + 1==0 (mód. p). (3) 
En efecto, si p = 2 el teorema es evidente. Si p > 2 conside- 
ramos la congruencia 
—D(x—2 ... (x—(p—1)— (1 — 1) = 

= 0 (mód. p), 

ésta es de grado no superior a p — 2 y admite p — 1 solucio- 
nes; precisamente las soluciones cuyos restos son 1, 2, ... 


., p — 1. Por consiguiente, según el teorema ce todos sus 
coeficientes son múltiplos de p; en particular, también es 
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divisible por p el término independiente, el cual es precisa- 
mente igual al primer miembro de la congruencia (3). 


Ejemplo. Se tiene 1-2-3-4-5-6 + 1 = 721 = 0 (mód. 7). 
$5.Congruen- a. Si m,, m2, ..., m, son primos dos a 
clas dos, la congruencia 


i z 
rado renEnO f(x) = 0 (mód. mima ... mx) (1) 


de un módulo es equivalente al sistema 


cOMPrEsto f(x) =0 (mód. my), 
(0) =0 (mód. ma), ..., f(x) = 0 (mód. m). 
Además, designando con T,, T2, ..., Ty los números de solu- 


ciones de cada una de las congruencias de este sistema respecto 
de los módulos correspondientes y con T el número de soluciones 
de la congruencia (1), se tiene 

T=T,jT2... Tr. 


En efecto, la primera parte del teorema se deduce de c y d, 
$ 3, cap. MI. La segunda parte se deduce de que cada una 
de las congruencias 

f(x) = 0 (mód. m,) (2) 
se cumple cuando, y sólo cuando, se cumple una de las T, 
congruencias de la forma 

x == b, (mód. m,) 


donde b, recorre los restos de las soluciones de la congruen- 


cia (2); además, son posibles en total T,T2z .. . Th combina- 
ciones distintas de la forma 
x = b,(mód. m4), x= b2(mód. ma), .. . x=b, (mód. m;), 


que dan lugar (c, $ 3) a clases distintas respecto del módulo 
MiMg ... Mp. 
Ejemplo. La congruencia 
[ (x) =0 (mód. 35), f(x) = 4 4 2 + 8x +9 (3) 
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es equivalente al sistema 
f(x) = 0 (mód. 5), f(x) = 0 (mód. 7). 


Fácilmente se comprueba ($ 1) que la primera congruencia 
de este sistema tiene 2 soluciones: x = 1; 4 (mód. 5), la 
segunda congruencia tiene 3 soluciones: x = 3; 5; 6 (mód. 7). 
Debido a esto, la congruencia (3) tiene 2-3 = 6 soluciones. 
Para hallar estas 6 soluciones, hay que resolver 6 sistemas 
de la forma 
x = b, (mód. 5), x= ba (mód. 7), (4) 
las cuales se obtienen haciendo recorrer a b, los valores b, = 
= 1; 4, y a ba los valores bz = 3; 5; 6. Pero, como 
35=7-5=5-7, 7:-3= 1 (mód. 5), 5-3=1l (mod. 7), 
el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema (4) se 
expresa en la forma (b, $ 3) 
= 21b, + 15b2 (mód. 35). 
Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (3) son 
x= 31; 26; 6; 24; 19; 34 (mód. 35). 
b. En virtud del teorema a, la discusión y solución de la 
congruencia 
f(x) =0 (mód. pepe ... par) 
se reduce a la discusión y solución de las congruencias de la 
forma 
Í (x) = 0 (mód. p*); (5) 
como ahora aclararemos, esta última congruencia se reduce 
en general a la congruencia 
f(x) = 0 (mód. p). (6) 
En efecto, todo x que satisface a la congruencia (5) necesaria- 
mente tiene que satisfacer también a la congruencia (6) 


Sea 
Xx = Xi (mód. p) 
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alguna solución de la congruencia (6). Entonces x = x, + 
+ pt,, donde f, es entero. Poniendo este valor de x en la 


congruencia 
F (0 =0 (mód. p?) 


y desarrollando el primer miembro según la fórmula de 
Taylor, hallamos (teniendo en cuenta que Ar [9 (x,) es 


entero y despreciando los términos que son múltiplos de p?): 


fe) + pt" (1%) =0 quóa. p), LED 4, tf? (2) =0 (mód. p). 
Limitándonos aquí al caso en que f” (x1) no es divisible por p, 
resulta una solución: 
ty = É, (mód. p); t, = t, + pto. 
La expresion de x toma la forma 
X= X1 + pk + pil, = x2 4 p*lo; 
poniéndola en la congruencia 


[(x)=0 (mód. p”), 


[(x2) + pot2f" (x2) =0 (mód. p?), 
EC + taf" (12) =0 (mód. p). 


resulta 


Aquí f' (x2) no es divisible por p, puesto que 
X2 = Xi (mód. p), 
P' (xo) = f' (11) (mód. p), 
y, por lo tanto, la última congruencia tiene una sola solu- 
ción: 


e, 


¿ = t, (mód. p); 
to== Ll, + plz. 
La expresión de x toma la forma 
x= Xx + PE 4 pti=x3+4 Pty; 
etc. De este modo, partiendo de la solución dada de la con- 
gruencia (6) hallamos la solución congruente con ella de la 
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congruencia (5). En resumen, toda solución x = x, (mód. p) 
de la congruencia (6), con la condición de que f' (xs) no sea 
divisible por p, proporciona una solución de la congruencia (5): 
= Xa + Polo; 
Xx = Xa (mód. p*). 
Ejemplo. Resolvamos la congruencia 
f(x) =0 (mód. 27); 
Fx) = 14 +7x+ 4. (2) 
La congruencia f (x) == 0 (mód. 3) tiene una solución x == 
== 1 (mód. 3); en este caso f' (1) = 2 (mód. 3) y, por consi- 
guiente, no es divisible por 3. Hallamos: 
x=1434,, 

F(1) + 3t,f (1) =0 (mód. 9), 3+3f,-2= 0 (mód. 9), 
2t, 4-1 =0 (mód. 3), t, =1 (mód. 3), f,=1+ 3ft,, 
x=4-+9to, 

Í (4) + 9tof" (4) =0 (mód. 27), 18 +9t,-2 =0(mód. 27), 
2t24+2==0 (mód. 3), t¿==2(mód. 3), t.=2-4+ 3tz, 
x=22+27ta. 

Por lo tanto, la congruencia (7) tiene una solución 
x == 22 (mód. 27). 


Preguntas referentes al capitulo IV 
1, a. Supongamos que m es entero, m>>0, f E cd) 
es una función racional entera de r variables x, ..., w (r > 1) 
con coeficientes enteros. Si el sistema x = Xo, .. ., W= We 
satisface a la congruencia | 
f(x, ..., w) =0 (mód. m) (1) 
entonces (generalización de la definición del $ 1), el sistema 
de clase de números respecto del módulo m: 
x == Xq (mód. m), .. ., w == wo (mód. m) 
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lo consideramos como una solución de la congruencia (1). 
Sea T el número de soluciones de la congruencia (1). Demos- 
trar que 


m-—im-—i m—i 231 afíx, ...,w) 
Tm=»X Y» ...Xe mo, 
a=0x=0 w=0 


b. Con las notaciones de la pregunta a-y de la pregunta 
12, e, cap. MI, demostrar que 


Tm=m" Y, A(mp). 
moi m 


c. Aplicar la igualdad de la pregunta a para demostrar 
el teorema del número de soluciones de una congruencia de 
primer grado. 
d. Supongamos que m es entero, m>> 0; a, ..., f, g son 
enteros, en total r + 1 números (r > 0); d = (a, ..., f, m); 
T es el número de soluciones de la congruencia 

ax+...+fw+g=0 (mód. m). 
Aplicando la igualdad de la pregunta, a, demostrar que 

y md, si g es múltiplo de d, 

Sl O en caso contrario. 

e. Demostrar el teorema de la pregunta d partiendo del 
teorema del número de soluciones de la congruencia ax = 
= hb (mód. m). 
2, a. Sea m > 1, (a, m) = 1. Demostrar que la congruencia 
ax = b (mód. m) admite la solución x = bav")—1(mód. m). 
b. Sea p un número primo, 0 < a< p. Demostrar que la 
congruencia ax == b (mód. p) admite la solución 


x=b(— ya (p—1) O lead (mód. p). 


c. a) Indicar el método más simple posible de resolución de 
una congruencia de la forma 


2*x == b (mód. m); (2, m) = 1. 
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$) Indicar el método más simple posible de resolución de la 
congruencia 

3*x = b (mód. m); (3, m) = 1. 
y) Sea (a, m) = 1, 1<a<m. Desarrollando los métodos 
indicados en las preguntas a) y f), demostrar que la búsqueda 
de la solución de la cóngruencia ax = b (mód. m) puede redu- 
cirse a la búsqueda de las soluciones de congruencias de la 
forma b + mt = 0 (mód. p), donde p es un divisor primo 
del número a. 
3. Sea m entero, m> 1,1 <T<m, (a, m) = 1. Empleando 
la teoría de congruencias, demostrar la existencia de enteros 
x e y con las condiciones 


ax=y(mód.m), 0<x<xr, 0<|y<H. 


4, a. Siendo (a, m) = 1, consideramos la fracción simbóli- 
ca Z respecto del módulo m, la cual denota cualquier resto 
de la solución de la congruencia ax = b (mód. m). Demostrar 


(las congruencias se toman respecto del módulo mm) que: 


; , b b 
a) Si a==a,, b=b,, se tiene => 


cc. , . A b 
6) El numerador b de la fracción simbólica — se puede 
sustituir por un número congruente by, múltiplo de a. Entonces, 
Ez d 20 b » : 
la fracción simbólica —<] es congruente con el número entero 
.. . . bo 
que se expresa por la fracción ordinaria rá 
bd _  be+ad 


YES a 
b d bd 
lira 


b, a) Supongamos que p es primo, p>2, a es entero, 
0<a<p-— 1. Demostrar que 


el = (— 1)* (mód. p). 
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P) Sea p un número primo, p>>2. Demostrar que 


l : 
= => rie A a a (mód. p). 


5, a. Sea d un divisor del número a, que no sea divisible por 
el cuadrado de un número entero superior a 1 y tampoco por 
los números primos menores que n, y sea x el número de 
divisores primos distintos del número d. Demostrar que en 
la sucesión 


12...n,2:3...(n+1), ..., a(a+1)...(a+n—1) (1) 
hay 2 números que son múltiplos de d. 


b. Sean Pi, Pz, ---., Ph los divisores primos distintos del 
número a, donde ninguno de ellos es inferior a n. Demostrar 
que la cantidad de números de la sucesión (1) que son primos 
con a, es igual a 


IE) (E) (14). 


6. Sea m;, 2, ..., 4 el mínimo común múltiplo de los núme- 
TOS Mi, Moa, +. . ., Mp. 
a. Supongamos que d = (m,, m2). Demostrar que el sis- 
tema 

x = b, (mód. mi), x= bz (mód. m2) 


admite solución, y sólo cuando, b2— b, es múltiplo de d. 
Además, cuando admite solución, el conjunto de valores de x 
que satisfacen a este sistema se determina por una congruen- 
cia de la forma 

x= X1,2 (mód. ma, 2). 


b. Demostrar que en caso de que el sistema 
x = bi (mód. my), x = ba (mód. m2), ..., x = b, (mód. ms) 
admita solución, el conjunto de valores x que le satisfacen se 
determina por una congruencia de la forma 


R (mód. Maiz..., a). 


6—1030 
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7. Supongamos que m es entero, m> 1, a y b son enteros, 
mp 


(25-30 0m , 
x 


donde x recorre el os reducido de restos respecto del 


módulo m, y x '=2 (mód. m) (en el sentido de la pre- 
gunta 4, a). Demostrar las siguientes propiedades del sím- 
bolo ( q0 ) : 

m 


0) E es real. 


A 


y) Si (A, m)=1 se tiene (4) = 22) d 


m 
0) Si m,, ma, ..., mx son primos dos a dos, haciendo 
Mi, M2... Mz=M, M— Mjm,, se tiene 
Cl 
e (a ,) 
DIO 
8. Supongamos que la congruencia 
aa" yajx "14... +07 ==0(mód. p) 
admite n soluciones 
X==X1, X2, -.., Xn (mód. p). 
Demostrar que 
a, == — 498, (mód. p), 
az == 04S, (mód. p), 
az =-— 4S3 (mód. p), 
an=(— 1)" aySn (móc. p), 
* donde S, es la suma de todas las x,, S, es la suma de sus 
productos dos a dos, S¿ es la suma de sus productos tres 
a tres, etc. 
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9, a. Demostrar el teorema de Wilson, considerando los pares 
de números x, x' de la sucesión 2, 3, ..., p — 2, que satis- 
facen a la condición xx" = 1 (mód. p). 

b. Sea P entero, P>1,1,2...(P — 1) + 1 = 0 (mód. P). 
Demostrar que P es prirno. 

10, a. Sea (ap, m) = 1. Indicar una congruencia de n-ésimo 
grado con el coeficiente superior igual a 1, que sea equivalen- 
te a la congruencia 


ax" +axi+... +4, =0 (mód. m). 


b. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para 
que la congruencia f (x) == 0 (mód. p); f(x) =x" + ax" + 
+... + 4n; n< p, admita n soluciones, es que sean divi- 
sibles por p todos los coeficientes del resto de la división 
de xP —x por f(x). 
c. Sea n un divisor de p— 1, n > 1, (A, p) = 1. Demostrar 
que la condición necesaria y suficiente para que sea resolu- 
ble la congruencia x” = A (mód. p) es que se cumpla la con- 
pn—l 
gruencia A” = 1 (mód. p); además, en caso de resolubi- 
lidad, la congruencia indicada admite n soluciones. 
11. Supongamos que n es entero, n > 0, (A, m) = 1, y que 
se conoce una solución x = xp (mód. m) de la congruencia 
" = A (mód. m). Demostrar que todas las soluciones de esta 
congruencia se expresan por el producto de xj por los restos 
de las soluciones de la congruencia y” = 1 (mód. m). 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo IV 


l, a. Resolver la congruencia 256x mu 179 (mód. 337). 

b. Resolver la congruencia 1 215x == 560 (mód. 2 755). 

2, a. Resolver las congruencias de los ejercicios 1, a y 1, b por el 
método de la pregunta 2, c. 

b. Resolver la congruencia 1 296x = 1 105 (mód. 2 413) por el método 
de la pregunta 2, c. 


3. Hallar todos los pares de números enteros x, y que satisfacen a la 
ecuación indeterminada 47x — 1l1ly = 89. . 
6+ 
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4, a. Indicar la solución general para el sistema 
x =b1 (mód. 13), x= bz (mód. 17). 
Sirviéndose de esta solución general, hallar luego tres números que 
al dividirlos por 13 y 17 den los restos 1 y 12, 6 y 8, 11 y 4, respectiva- 
mente. 
b. Indicar la solución general para el sistema 
e =b, (mód. 25), x = ba (mód. 27), x = b3 (mód. 59). 
5, a. Resolver el sistema de congruencias (pregunta 6, a) 
x=3 (mod. 8), x=11 (mód. 20), x=1 (mód. 15). 
b. Resolver el sistema de congruencias 
x= 1 (mód. 3), x=4 (mód. 5), x=2 (mód. 7), 
x == 9 (mód. 11), x=3 (mód. 13). 
6. Resolver el sistema de congruencias 
3x + 4y — 29=0 (mód. 143), 2x —9y+ 84=0 (mód. 143). ' 
7, a. ¿A qué congruencia de grado inferior a 5 es equivalente la con- 
gruencia : 
304 4 4113 4 301284 2104 94 2 + 40+4+3%2+ 
134 4x2? + 2x =0 (mód. 5)? 
b. ¿A qué congruencia de grado inferior a 7 es equivalente la con- 
gruencia 
2:17 + 6x6 4 dé 4 5x12 + 3011 4 2x10 4 1% + 5x8 4 2x7 + 
+ 3x5 + 44 + 6 + 4x4 x+ 4 =0 (mód. 7)? 
8. ¿A qué congruencia, con el coeficiente superior igual a 1, es equi- 
valente la congruencia (pregunta 10, a) 
70% + 785 + 25 + 6818 + 52x? + 4x + 3 0 (mód. 101)? 
9, a. Resolver la congruencia 
f(x) == 0 (mód. 27), f(x) =7% +4 19x + 25, 
hallando primero mediante un tanteo todas las soluciones de la con- 
gruencia 
f (x) =0 (mód. 3)... 
b. Resolver la congruencia 9x? + 29x + 62 == 0 (mód. 64). 
10, a. Resolver la congruencia 4 + 2x4 2.20 (mód. 125). . 
b. Resolver la congruencia 4440421? + 2x4 12==0 (mód. 625). 
11, a. Resolver la congruencia 6x3 + 27x? -- 17x + 20 == 0 (mód. 30). 
b. Resolver la congruencia 31x* -+ 571% 4- 96x + 191 sm 0 (mód. 225). 


CAPITULO QUINTO 


Congruencias de segundo 
grado 


$ I. Teoremas a. Entre las congruencias de grado n > 


generales > 1, a continuación se estudiarán solamente 
las más simples, precisamente, las congruencias binómicas: 
x” = a (mód. m); (a, m) = 1. (1) 


Si la congruencia (1) admite solución, el número a se llama 
resto de grado n, en caso contrario, ase llama no-resto de gra- 
do n. En particular, si n = 2, los restos y los no-restos se 
llaman cuadráticos; si n = 3, cúbicos; si n = 4, bicuadrá- 
ticos. 

b. En el presente capítulo se estudiará detalladamente el caso 
n =2 y, en primer lugar, las congruencias binómicas de 
segundo grado respecto de un módulo impar p: 


x? = a (mód. p), (a, p=1. (2) 


c. Si a es un resto cuadrático respecto del módulo p, la con- 
gruencia (2) tiene dos soluciones. 

En efecto, si a es un resto cuadrático, la congruencia (2) admi- 
te al menos una solución x= x, (mód. p). Pero entonces, 
como (—x,)? = xi, la misma congruencia admite también una 
segunda solución x == —x, (mód. p). Esta segunda solición 
es distinta de la primera, puesto que de x, = —x, (mód. p) 
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tendríamos que 2x, = 0 (mód. p), lo cual es imposible, ya 
que (2, p) = (x1, p) = 1. 

Estas dos soluciones indicadas agotan todas las soluciones de 
la congruencia (2), puesto que esta última, siendo una con- 
gruencia de segundo grado, no puede admitir más de dos solu- 
ciones (c, $ 4, cap IV). 

d. El sistema reducido de restos respecto del módulo p 


consta de 2 > restos cuadráticos, los cuales son congruen- 


tes con los números ¿ 
: p—1 
12, 22, e... (55) 9 (3) 


—1 Eee 
y de 2 3 no-restos cuadráticos. 


En efecto, entre los restos del sistema reducido respecto del 
módulo p, son restos cuadráticos aquéllos, y sólo aquellos, que 
son congruentes con los cuadrados de los números (sistema 
reducido de restos) 


A .. ..-7 —2, —1, l, 23 0.9 cdi (4) 


es decir, con los números (3). Por otra parte, los números (3) 
no son congruentes entre sí respecto del módulo p, puesto 
que de k?=l? (mód. p), 0O<k<I< ps , se deduciría, en 
contra de c, que a la congruencia x2==/?*(mód. p) la satis- 
facen cuatro de los números (4): x=—l, —k, k, l. 

e. Si a es un resto cuadrático respecto del módulo p, 
se tiene: 


p-1 
a 2 =l(mód. p); (5) 
si a es un no-resto cuadrático respecto del módulo p, se tiene 
p-1 
a 2 =-—1(mód. p). (6) 


En efecto, según el teorema de Fermat, 
p—1 


aP-1= 1 (mód. p); (az 1) le 1) = 0 (mód. p). 
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Uno de los factores del primer miembro de la última congruen- 
cia, y sólo uno, es divisible por p (ambos factores no pueden 
simultáneamente ser divisibles por p, pues, en caso contrario, 
su diferencia 2 sería divisible por p). Por lo tanto, se verifica 
una de las congruencias (5) y (6), y sólo una. 
Pero todo resto cuadrático a satisface para cierto x a la con- 
gruencia 

a = x? (mód. p) (7) 
y, por consiguiente, satisface también a la congruencia (5), 
la cual puede obtenerse elevando (7), término a término a 
la potencia ni Además, los restos cuadráticos agotan 
todas las soluciones de la congruencia (5), puesto que, siendo 


ésta de grado a no puede tener más de po soluciones. 


Por esto, los no-restos cuadráticos satisfacen a la ecuación (6). 


$ 2. Símbolo a. Introduzcamos el símbolo de Legen- 
de Legendre ¿e (5) (se lee así: símbolo de a con respec- 


to a p). Este símbolo se define para todos los números a que 
no son divisibles por p, y es igual a 1, si a es un resto cuadrá- 
tico, e igual a —1, si a es un no-resto cuadráitco. El número a 
se llama numerador del símbolo y el número p, denominador 
del mismo. 
b. En virtud de e, $ 1, evidentemente, se tiene: 

p—-1 

(5) =a Y (mód. p). 
c. Aquí deduciremos las propiedades principales del símbolo 
de Legendre y en el párrafo siguiente, las del símbolo de 
Jacobi (éste es una generalización del símbolo anterior), 
las cuales facilitarán el cálculo rápido de dicho símbolo, 
y, por consiguiente, permitirán resolver el problema de la 
resolubilidad de la congruencia 
x? = a (mód. p). 


88 CAPITULO V CONGRUENCIAS DE SEGUNDO GRADO 


d. Si a==a,(mód. p), se tiene, (5) SE (8). Esta 'propie- 


dad se debe a que los números de una misma clase son 
simultáneamente restos o no-restos cuadráticos. 


1 
e. (5) =1. 
En efecto, 1 = 1? y, por lo tanto, 1 es un resto cuadrá- 
tico. 
p-1 


| =— 
A (+) =D 2, 

Esta propiedad se deduce de b para a= — 1. 
p—1 
2 
si p es de la forma 4m+3, de aquí se deduce que —1 
es un resto cuadrático respecto del módulo p, si p es de 
la forma 4m+ 1, y es un no-resto cuadrático respecto del 

módulo p, si p es de la forma 4m-+3. 


e (25) - (5) (5) (2) 


En efecto, se tiene: 


Como 


es par si p es de la forma 4m-+1 y es impar 


(2) ()-- 
de donde se deduce lo que se afirmaba. De aquí, como con- 
secuencia, resulta que 

Gi 


o sea, en el numerador del símbolo de Legendre se puede 
despreciar cualquier factor cuadrado. 

h. Para deducir las propiedades ulteriores del símbolo de 
Legendre daremos primero otra interpretación del mismo. 
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Haciendo p,= ¿a , consideremos las congruencias 
a-1=eyr,(mód. p), 
a-2 == €zr, (mód. p), (1) 


. . .  . . .. ...... o... . .oe 


donde exr. es el resto absoluto mínimo de ax, r, es su 
módulo. de modo que ex=-w+ l. 

Los números a-1, —a-1, a-2, —a-2, ..., a-p,, —a- py for- 
man el sistema reducido de restos respecto del módulo p (c, $ 5, 
cap. II); sus restos mínimos absolutos son e,",, —€yf;y, 
€2l2, —Bafz, «-., Ep fp —EpFp- Los positivos entre estos 
últimos, es decir, fy, fz, --., fp,» tienen que coincidir con 
los números 1, 2, ..., py(b,$ 4, cap. MI). 

Multiplicando ahora las congruencias (1) y simplificando por 

1.2...p=r;f2... Poy 
p—-1 
obtenemos a ? =éyz ... Ep, (mód. p), de donde, (b), se 


tiene 
(5) =8jE2 ... Ep, (2) 


i. Demos una forma más terminada a la expresión hallada 
del símbolo de Legendre. Se tiene 


F-25+2145)=1151+b 4711 
lo cual es par o impar según que el resto mínimo no nega- 


¿ é 1 : 
tivo del número ax sea menor o mayor que SP» es decir, 


según que sea e =1 O €£x=—1. De aquí, evidentemente, 
se tiene 


pes] 


€x == (— 1) 
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por lo cual, de (2), hallamos: 


Py 


(5-15 


p 


2ax 


Pp 


j. Suponiendo a impar, transformemos la última igualdad. 
Se tiene (a-+ p es par) 


(2) - ezo) (158) (88). 


Sitio Pies 
— (— 1)4=1 E == (— 121 Pl 
de donde 
ao A 
DEIA 


La fórmula (3) nos permitirá deducir dos propiedades muy 
importantes del símbolo de Legendre. 
k. 


Es consecuencia de la fórmula (3) para a=1. 
Pero p puede expresarse en la forma p=8m-+s, donde s 


824 


2 = 
es uno de los números 1, 3, 5, 7. Además ? 3 


2 > 
+2ms 45, siendo este número par si s=1 ó s=7 e 


impar si s=3 Óó s=5. Por lo tanto, el número 2 es un 
resto cuadrático respecto del módulo p si p es de la forma 
8m-+l o de la forma 8m+7 y es un no-resto cuadrático 
respecto del módulo p si p es de la forma 8m+-3 o de la 
forma 8m 4-5. 
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1. Si p y q son primos impares, se tiene (ley recíproca de 
los restos cuadráticos). 
1 


0 (a). 


Como pr . 2 es impar solamente cuando ambos números p 


y q son de la forma 4m +3, y es par si al menos uno de 
estos números es de la forma 4m-+1, la propiedad señalada 
se puede formular así: - 

Si ambos números p y q son de la forma 4m-+3, se tiene: 


IN (PY. 
(7) e ( q ) ' 
si al menos uno de ellos es de la forma 4m-| 1, se tiene: 
ao O E 
a 
Para llevar a cabo la demostración, obsérvese que, en vir- 
tud de Kk, la fórmula (3) toma la forma 


Pl e 
. 2171 
(5) =>. (4) 
Haciendo ahora Da consideremos los p,qj pares de 


números que se obtienen cuando en las expresiones qx, py 
los números x e y recorren, independientemente uno del 
otro, los sistemas de valores 


=L 2. ¿Pi t= llos > 


Nunca puede ocurrir que sea qx = py, puesto que de esta 
igualdad se deduciría que py es múltiplo de q, lo cual es 
imposible, puesto que (p, q) = (y, q) = 1 (ya que0 < y< q). 
Por lo tanto, se puede hacer pq, = Si + S»2, donde S;, es 
el número de pares con qx < py y S» es el número de pares 
con py < qx. 
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Evidentemente, S, es también el número de pares con 


E Y: Aquí, para cada y dado se puede tomar x=1, 
po, P p Pp : Pp 
2... [Ly]. (Como E y<f q < ; se tiene [4 y]< 


< ps). Por consiguiente, 


94 ) 
S¿= > [2 y |. 
y=1 


De un modo análogo, nos convencemos de que 
Pl 
pe q 
S, = 2 [ > x | 

Pero entonces, según la igualdad (4), se tiene 

PN —(_ qy81 . KA a EN Sa 

(5) =(—0%, (4) =(—1?, 
por lo cual, 

PNA(GN —  qyS+S2 4 pa 

a a 
de donde se dedu e la propiedad indicada. 


$3. Símbolo a. Para conseguir mayor rapidez en el 
de Jacobi cálculo del símbolo de Legendre, se 
considera el símbolo más general de Jacobi. Sea P impar, mayor 
que la unidad, y sea P = pisp2. .. p, su descomposición en 
lactores primos (entre ellos también puede haber iguales). 
Supongamos también que (a, P) = 1. Entonces el símbolo de 


Jacobi (5) se define por la igualdad ?) 
rl) 


1) En el segundo miembro, (5) denota el símbolo de Legendre. 
3 

Por lo tanto, para P primo, los símbolos de Jacobi y de Legendre 

coinciden (N. del T.). 
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Las propiedades conocidas del símbolo de Legendre permiten 
establecer las propiedades análogas para el símbolo de Jacobi. 


b. Si a=a, (mód. P), se tiene (7) Ez (7). 
En efecto, 


DADA AE 
(5) (9). 

puesto que a, siendo congruente con a, respecto del módulo P, 

es también congruente con a, respecto de los módulos pa, 


P2, - - -, Pr, ya que éstos son divisores de P. 
Jl 

e (7) =1. 

En efecto, 


d. ANA 


Para demostrar esto, obsérvese que 


fl) 


se fe 1 p,—1 
pero 
P—1 _ PiPa... pr—1 pdas 
ZA 2 
(152252) (1422) ... (14222) —: 
2 o +P119N 
PE A 2 d 


en virtud de lo cual, de la fórmula (1) deducimos que 
LS 


E 
(5) ==» 
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e (Ez) (5) (5) -- 
En efecto, 
(2 E -) Le (- -) NN (L- -) a 
A a 
reuniendo los símbolos que tienen iguales numeradores, se 
obtiene la propiedad en cuestión. De aquí resulta la conse- 


cuencia 
2 
(5) = (7). 
Por 
t (+)=(—1) * 
En efecto, 
asi 
Letal taba Pedi ; 
o A (2) 
Pero 


P21_ pap Pm 
8 


(1+atl2) (190252). (prop) 
A ASI GN, 


en virtud de lo cual, de la ia a deducimos que 


E) 


g Si P y Q son números impares positivos, primos entre 


sí, se tiene 
P-1 El 


TO 


$ 3. SIMBOLO DE JACOBI 9 


En efecto, supongamos que Q =q,q2 ... q, es la descomposi- 
ción de Q en factores primos (entre, éstos, de nuevo puede 
haber iguales). Se tiene 


ONIS 


AS .-) 
AS (7)- 


Pero, de un modo semejante a lo que se hizo en d, hallamos 


Pal pl Usb. en 
—=Y E, EY AM, 
en virtud de lo cual, la última fórmula implica que 


Q da Pp 

2 
(7)==0* * (2) 
Ejemplo. Como un ejemplo de cálculo del símbolo de Le- 
gendre (además, a éste lo vamos a considerar como un caso 
particular del símbolo de Jacobi) averiguemos si admite 
solución la congruencia 

x? = 219 (mód. 383). 

Se tiene (aplicando sucesivamente las propiedades g, b, la 
consecuencia e, g, b, e, f, g, b, d): 


(55) = — (515) = — (215) =— 
Ss = (4) =- (a) =—(á (4) = 
(5) 


por lo tanto, la congruencia considerada tiene dos soluciones. 
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$ 4. Caso a. Las congruencias de segundo grado 
de un módulo respecto de un módulo compuesto se 
compuesto estudian y resuelven de acuerdo a las indi- 
caciones del $ 5, cap. IV. 

b. Comencemos con las congruencias de la oema 


x? = a (mód. p*); a>0, (a, p)=1, (1) 


donde p es un número primo impar. 
Haciendo f (x) = x?— a, se tiene f' (x) = 2x, y si x= 
== Xi (mód. p) es una solución de la congruencia 


x* = a (mód. p), (9) 


entonces, en virtud de que (a, p).= 1 también (x,, p) = 1, 
y como p es impar, resulta (2x,, p) = 1, es decir, f” (x,) no 
es divisible por p. Por lo tanto, para la búsqueda de las solu- 
ciones de la congruencia (1)'se pueden aplicar los razonamien- 
tos b, $ 5, cap IV, proporcionando cada solución de la con- 
gruencia (2) una solución de la congruencia (1). De lo expuesto 
deducimos que: 

La congruencia (1) tiene dos soluciones o ninguna, según que 
el número a sea un resto cuadrático o un no-resto cuadrático 
respecto del módulo p. o 

c. Consideremos ahora la congruencia 


2 =a(mód. 2) a>0 (a, 2=1. (3) 


En este caso f' (x1) = 2x, es divisible por 2, por lo cual no 
pueden aplicarse los razonamientos expuestos en b, $ 5, 
cap 1V; éstos deben modificarse del modo siguiente: 

d. Si la congruencia (3) admite. solución, entonces, como 
(a, 2) = 1, se tiene (x, 2) = 1; por consiguiente (k, $ 2), 
x? — l es divisible por 8. Por esta razón, reduciendo la con- 
gruencia (3) a la forma | 


sones dm es 
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nos convencemos de que para que esta congruencia admita so- 
lución es necesario que sea 
a =l1(mód. 4) sia =2; a=1l (mód. 8) sia >3. (4) 
e. Supongamos cumplidas las condiciones (4), examinemos el 
problema de la búsqueda de las soluciones y de la cantidad 
de ellas. | 
En virtud de d, en los casos en que a < 3, a la congruencia 
satisfacen todos los números impares. Por lo tanto, la con- 
gruencia x? = a (mód. 2) tiene una solución: x = 1 (mod. 2) 
la congruencia x* = a (mód. 4) tiene dos soluciones: x=1l; 
3 (mód. 4), la congruencia x? == a (mód. 8) tiene cuatro solu- 
ciones: x= 1;, 3; 5; 7 (mód. 8). 
Para examinar los casos a =4,5,... es E reu- 
nir todos los números impares en dos progresiones aritmé- 
ticas: 
x= + (1 + 4£3) (5) 

( + 4lg== 1 (mód. 4); —1 —4f3=-—1=3 (mód. 4)). 
Veamos cuáles de los números (5) satisfacen a la congruencia 
x? = a (mód. 16). Obtenemos 

(1 +4f3)?=a (mód. 16), tf¿=*> 

La == +24, x=+(14+46 + Se == + (%4 + 8l4). 

Veamos cuáles de los últimos números satisfacen a la congru- 
encia x? = a (mod. 32). Obtenemos 

(x, + 8£,)? = a (mód. 32), ft, = t, + 2f;, 

x = + (% + 164), 

etc. De este modo, demostramos que para cualquier a > 3 los. 
valores x que satisfacen a la congruencia (3) se expresan en la 
forma 


x = + (Xa + 2%-1£,). 
Estos valores x forman cuatro soluciones distintas de la con- 
gruencia (3) 
A A O O A 1 OS 
7—1030 


98 CAPITULO Y CONGRUENCIAS DE SEGUNDO GRADO 


(respecto del módulo 4, las dos primeras son congruentes con 
1 y las dos últimas con —1). 
Ejemplo. La congruencia 
x? = 57 (mód. 64) (6) 
admite cuatro soluciones, puesto que 57 = 1 (mód. 8). Expre- 
sando x en la forma x = + (1 + 4f3), obtenemos 
(1 + 4£,)? = 57 (mód. 16), 8t¿ = 56 (mód. 16), 
ta = 1 (mód. 2), t¿=1 + 2f,,x = + (5 + 8£,), 
(5 + 8£,)? = 57 (mód. 32), 5-16f, = 32 (mód. 32), 
t, = 0 (mód. 2), t, = 2t;, x = + (5 + 16fs), 
(5 + 165)? = 57 (mód. 64), 5-32f;= 32 (mód. 64). 
ts = 1 (mód. 2), th= 1 + 2%, x = + (21 + 32f%g). 
Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (6) son: 
x= +21; +53 (mód. 64). 
f. Dec, d y e se deduce que: 
Para la congruencia 
xXx? = a (mód. 2%); (a, 2) =1 
las condiciones necesarias de resolubilidad son: a = 1 (mód. 4) 
sia =2, a = 1 (mód. 8) si a > 3. Si se cumplen estas condi- 
ciones, el número de soluciones es igual a: 1 si a = 1; 2 si 
a = 2; 4 sí a > 3. 
g. Deb,f y a, $ 5, cap 1V se deduce que: 
Para la congruencia de la forma general 


x2=a (mód. m); m=2%piip2 ... pr"; (a, m)=1 


las condiciones necesarias de resolubilidad son: 
a=1l (mód. 4) si a=2, a=1 (mód. 8) si a>3, 


(2)=1 (5)=1-(5)=1 


Si se cumplen todas estas condiciones, el número de soluciones 
es iguala: 2 sia=0 y si a=1; 2% si a=2; 2 si a >3. 


PREGUNTAS REFERENTES AL CAP. Vv 99 


Preguntas referentes al capitulo V 
A continuación, la letra p denotará siempre un número primo 
impar. 
1. Demostrar que la búsqueda de las soluciones de una con- 
gruencia de la forma 

ax? + bx + c=0(mód. m), (2a, m) = 1, 


se reduce a la búsqueda de las soluciones de una congruencia 
de la forma x? = q (mód. m). 

2. a. Aplicando e, $ 1, hallar las soluciones de la congruencia 
(en caso de que ello sea posible) 


xi = a (mód. p) p=4m +3. 
b. Aplicando b y k, $ 2, indicar un método para buscar las 
soluciones de las congruencias de la forma 

xi = a (mód. p) p = 8m + 5. 
Cc. Indicar el método más sencillo posible para buscar las 
soluciones de las congruencias de la forma 
| x* = a (mód. p) p=8m+ 1, 
si se conoce un número N que es un no-resto cuadrático res- 
pecto del módulo p. 


d. Aplicando el teorema de Wilson, demostrar que las solu- 
ciones de la congruencia 


x* + 1 =0 (mód. p); =4m +1 
son 
x=>wF1l-2...2m (mód. p). 
3, a. Demostrar que la congruencia 
x* + 1=0 (mód. p) (1) 
admite solución cuando, y sólo cuando, p es de la forma 
4m + 1; la congruencia 


x** + 2=0 (mód. p) (2) 
7u 
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admite solución cuando, y sólo cuando, p, es de la forma 
8m + 1 ó 8m + 3; la congruencia 
1 +3 =0 (mód. p) (3) 


admite solución cuando, y sólo cuando, p es de la forma 
6m + 1. ; 
b. Demostrar que la cantidad de números primos de la for- 
ma 4m + 1 es infinita. 
c. Demostrar que la cantidad de números primos de la forma 
6m + 1 es infinita. 
4. Supongamos que, dividiendo a los números 1, 2,.. ., p—1 
en dos conjuntos, de modo que el segundo contenga al menos 


un número, se tiene: 
el producto de dos números de un conjunto es congruente 


respecto del módulo p con un número del primer conjunto, 
mientras que el producto de dos números de distintos conjun- 
tos es congruente respecto del módulo p con un número del 
segundo conjunto. Demostrar que esto ocurre cuando, y sólo 
cuando, el primer conjunto consta de los restos cuadráti- 
cos y el segundo, de los no-restos euadráticos respecto del 
módulo p. 
5, a. Deducir la teoría de las congruencias de la forma 
| x* == a (mód. p“); (a, p=1, 
expresando a y x en el sistema de numeración de base p. 
b. Deducir la teoría de las congruencias de la forma 

x? = a (mód. 22); (a, 2)=1, 


expresando a y x en el sistema de numeración de base 2. 
6. Demostrar que las soluciones de la congruencia 


x” = a (mód. p*“); (a, p)= 1, 
son x == +PQ' (mód. p“), donde 
po LV Va. y erva Va 
) 2 e 2 Ya 


2 = a (mód. p), QQ' = 1 (mód. p”. 
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7. Indicar un método de resolución de la congruencia x = 
== 1 (mód. m), que se base en la circunstancia de que la 
congruencia expuesta es equivalente a la siguiente: 
(x — 1) (x + 1) =0 (mód. m). 


8. Sea (+) =0 si (a, p) =p. 

a. Siendo (k, p) =1, demostrar que 
p—1 
y (Em) Estad] 
x=0 id 


b. Supongamos que cada uno de los números e y -n tiene 
uno de los valores +1, T es la cantidad de pares x, x-+ 1, 


con la condición (5) =8, (42) - = 9, donde x=1, 2, 


. ., p—2. Demostrar que 
1 —1 | 
(0-20 (51) 1-09) 
c. Supongamos que (£, p)=1, 


Su -2 Da (2%), 


donde x e y recorren las sucesiones crecientes, formadas 
por X e Y restos, respectivamente, del sistema completo 
respecto del módulo p. Demostrar que 


|IS|<V XYp. 
Para la demostración se debe aplicar la desigualdad !) 


xy +ky |2 
e<x y 9 (2) |. 
x y j 
1) Esta desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad bien conocida: 


n o. 3 Ll 
(2 +1) <= Y ” 


(N. del T.). 
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d. Sea Q entero, 1 <Q<p, 
p-1 Q-1 SS 
450-205) 
a) Demostrar que S = (p — Q) Q. 
PB) Sea 4 constante; 0 <A < 1. Demostrar que la cantidad T 
de números de la sucesión x= 0, 1, ..., p — 1, para los 
cuales no se cumple la condición Sy < Q %+5+0.54, satisface a 
la condición T < pQ”?. 
y) Sea M entero, Q.= [V pl, 0< M, M +2Q < p. Demos- 
trar que en la sucesión 
M,M+1,...M+2Q-—1 
hay un no-resto cuadrático respecto del módulo p. 


9, a. Demostrar que el número de expresiones de un entero 
m > 1 en la forma 


m=x*+p8, (1 y=1,x>0,y>0 (1) 
es igual al número de soluciones de la congruencia 
2 + 1=0 (mód. m). (2) 


Para la demostración, hacer r=Ym, utilizar la expresión 
de a== según el teorema de la pregunta 4, b, cap. I, 
y considerar la congruencia que se obtiene al multiplicar 
término a término (2) por Q?. 

b. Sea a uno de los números 2 y 3. Demostrar que el número de 
expresiones de un número primo p, con la condición p > a, 
en la forma 


p=xX*+ag, x>0, y>0, (3) 
es igual a la mitad del número de soluciones de la congruencia 
2 + a =0 (mód. p). (4) 
c. Sea p de la forma 4m + 1, (k, p) = 1, 
p-1 


sa-3 (52). 


x=0 
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Demostrar que 
a) S(k) es un número par. 


B) S(kt2) = (5) S (k). 


. r n . , , 
y) Si (5) =1, (5) = —l, se tiene (compárese con la 
pregunta a) 


1 2 1 2 
p= (48m) + (375 (m)"- 
10. Sea D un entero positivo que no sea el cuadrado de un 
número entero. Demostrar que: 
a. Si para un entero dado k, satisfacen a la ecuación 
x*—Dy =kRk 

dos pares de números enteros x = X4, Y = Yi Y X = Xa, Y = Ya, 
entonces a la ecuación 

X? — DY? = ki? 
satisfacen los números enteros X, Y que se determinan por 
la igualdad (el signo + se elige arbitrariamente) 

X+Y VD=(x1+4V D) (x2 + yo VD. 
b. La ecuación (ecuación de Pell) 
x*—Dy =1 (1) 

es resoluble en números enteros positivos x, y. 
C. Si Xo, Yo es el par de números positivos x, y con el valor 
menor de x (o, lo que es equivalente, con el valor menor 
de x + y VD), que satisface a la ecuación (1), entonces todos 
los pares de números positivos x, y que satisfacen a esta 
ecuación, se determinan por la igualdad 


x+yVD=[(w+Y VD); r=1,2,... (2) 
Il, a. Sea a un número entero. 
p-1 21 


Unr=3 (5)e 
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a) Siendo (a, p)=1, demostrar que |Ua, ,]=V p. 
Para la demostración, se debe multiplicar la suma U,, p por 
la conjugada que se obtiene al sustituir ¿ por —i. Designando 
con las letras x, y x las variables de sumación de la suma fun- 
damental y de la conjugada, respectivamente, se deben reunir 
aquellos términos del producto en los que para un t dado 
x1 = xt (mód. p), 

o bien 

x1 = x + l (mód. p). 
B) Demostrar que 


(2) 722 
np Us, p * 
b. Sea m> 2, (a, m)=1, 


m-—1 ax2 
m 
? 


2xti 
De m—= y e 
x=0 


a) Demostrar que Sap = U¿, p (pregunta a). | 
P) De los teoremas de las preguntas a) y a, a) se deduce 


que | Sa, p| = V p. Demostrar el siguiente aserto más gene- 
ral: 
IS m|=Wm, si m==1 (mód. 2), 
ISa,m|=0, si m=2 (mód. 4), 
[Sa,m|=V 2m, si m==0 (mód. 4). 
y) Sea m>1l, (24, m)=1, a=cualquier número entero. 
Demostrar que 
m-— 1 Ax8+4ax e 
E 
x=0 
12, a. Supongamos que mm es un número entero, superior 
a 1l,z recorre Z números enteros dados, > denota una 
iio 


suma extendida a todos estos números. 
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a) Sea la función 0D (x) tal, que para cualquier a=1, 2, ... 
...,m—l se tiene 


[Noge" "|<a. 


Supongamos también que M y Q son,enteros, O<M<M-+ 
+Q<m, y que Y) denota una suma extendida solamente 


a aquellos valores de 2 que son congruentes con los núme- 
ros de la sucesión M, M+1,..., M4-Q—1 respecto del 
módulo m. Demostrar que 


YN 0()=2 Y 0(2) +04 (Inm—5), 


donde |6|<1, 8>0 siempre, 8 >0,5 si m>12, 8 >1 
si m>60. 

$) Supongamos que para cualquier a=1, 2,...,m—1 
se tiene 


21 E 
¡NE ISA 
2 , 
y sea N un número entero arbitrario. Entonces, para 
__[ 24pgm 
al 


existe al menos un valor z que es congruente con uno de 
los números de la sucesión 
N—=1,... ,N-1,N, N+1,...,N+1 
respecto del módulo m. 
b. Sean M y Q enteros, ODZSM<M-W0Q=<p. 
a). Demostrar que 


M+0-i 
| 2 (5) ]<V2 me. 


$) Sea R el número de restos cuadráticos y N el número 
de no-restos cuadráticos en la sucesión M, M-+l1,... 
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., M+Q-— 1. Demostrar que 
R=30+3V pinp, N=70—3V pinp; 10|<1. 


y) Deducir la fórmula de la pregunta f) aplicando el teorema 
de la pregunta 11, b, f) y el teorema de la pregunta a. 

9) Sea (24, m) = 1, Mo y Qo son enteros, 0 < M¿< Mo + 
+- Qo < m. Demostrar que A m> 60 


Mo+Q0— 1 e 


Va Inm. 
x=Mo 

e) Supongamos que (A, p)=1, Mo y Qo son enteros, 
0O<M.<M.+U0%<p y T denota la cantidad de números 
de la sucesión Ax?, x=Mo, Mo+ 1, ..., Mo+Q0.—1, que 
son congruentes con los números de la sucesión M, 
M+1,..., M+Q-— 1 respecto del módulo p. Demostrar 
que para m>60 


T=224-0V p (in py. 


c. Deducir las fórmulas de la pregunta b, fP) examinando 
la suma 
p—-1 p-1 M+Q-1 M+0—1 95 E (x—ay) 
Pp 


ZA 2 2 (7): 


a=1 a=1 x=M 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo V 


l, a. Señálense los restos cuadráticos entre los restos' del sistema 
reducido respecto del módulo 23. 
b. Señálense los no-restos cuadráticos entre los restos del sistema 
reducido respecto del módulo 37. 
2, a. Aplicando e, $ 1, indicar el número de soluciones de las con- 
gruencias 

a) xi m= 3 (mód. 31); Pf) x? == 2 (mód. 31). 
b. Indicar el número de soluciones de las congruencias 

a) x? us 5 (mód. 73); PB) x? == 3 (mód. 73) 
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3, a. Calculando el símbolo de Jacobi, indicar el número de solu- 
ciones de las congruencias 
a) x? == 226 (mód. 563); Bf) x? == 429 (mód. 563). 

b. Indicar el número de soluciones de las congruencias 

a) x? == 3 766 (mód. 5987);  fP) x2? = 3 149 (mód. 5 987). 
4, a. Aplicando los métodos de las preguntas 2, a; 2, b;2, e resolver 
las congruencias 
a) x3== 5 (mód. 19);  fP) x?= 5 (mód. 29); y) x2= 2 (mód. 97). 
b. Resolver las congruencias 
a) x3 = 2 (mód. 311);  f)x? =3 (mód. 277); y) x?=11 (mód. 353). 
5, a. Resolver la congruencia x?*= 59 (mód. 125) aplicando los 
métodos: : 
a) b, $ 4; P) de la pregunta 5, a; y) de la pregunta 6. 
b. Resolver la congruencia x? = 91 (mód. 243). 
6, a. Resolver la congruencia x? == 41 (mód. 64) aplicando los métodos: 


a) e, $ 4; B) de la pregunta 5, b. 
b. Resolver la congruencia x? = 145 (mód. 256). 


CAPITULO SEXTO 


Raíces primitivas e índices 


$ 1. Teoremas a, Si (a, m) = 1, existen enteros positi- 
generales vos y con la condición aY == 1 (mód. m), 
por ejemplo (según el teorema de Euler), y = q (m). El menor 
de ellos se llama exponente, al cual pertenece el número a res- 
pecto del módulo m. 

b. Si a pertenece al exponente Ó respecto del módulo m, los 
números 1=0%, al, ..., a? no son congruentes entre sí 
respecto del módulo m. 

En efecto, si fuese al = a* (mód. m), 0 < k< I< 8 resul- 
taría que d'* = 1 (mód. m), siendo 0 < 1 — k=< 6, lo cual 
contradice a la definición de 6. 

c. Si a pertenece al exponente Ó respecto del módulo m, entonces 
a? = aY (mód. m) cuando, y sólo cuando, y = y' (mód. 6); 
en particular (si y” = 0), a? = 1 (mód. m) cuando, y sólo 
cuando, y es divisible por 6. 

En efecto, sean r y r, los restos no negativos mínimos sde los 
- números y y y” respecto del módulo $; entonces, para ciertos 
enteros q y qu, se tiene p = 6g + r, y” = Óq, + r1. De aquí, 
en virtud de que a? = 1 (mód. m), resulta que 


a? =(ab) a" =a” (mód. m), 
av =(a9% a'1 =a"1 (mód. m). 
Por lo tanto, a? = av: (mód. m) cuando, y sólo cuando, a” = 
= q (mód. m), es decir, (b), cuando r = r,. 
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d. Como a*(m) = 1 (mód. m), de e (y” = 0) se deduce que 
y (m) es divisible por 6. Por consiguiente, los exponentes a los 
cuales pertenecen los números respecto del módulo m, son divi- 
sores de p (m). El mayor entre estos divisores es el mismo 
número q (mm). Los números que pertenecen al exponente q (m) 
(si tales existen) se llaman raíces primitivas respecto del mó- 
dulo m. 


$ 2. Raíces a. Sea p un número primo impar y a > 1. 
primitivas Demostremos la existencia de raíces pri- 
respecto de 


mitivas respecto de los módulos p* y 2p*. 
b. Si x pertenece al exponente ab respecto 
del módulo m, entonces x” pertenece al 
exponente b. 

En efecto, supongamos que x* pertenece al exponente 6. 
Entonces (x"9) = 1 (mód. m), de donde x*%? = 1 (mód. m); 
por lo tanto (c, $ 1), a6 es divisible por ab, es decir, Ó es 
divisible por b. Por otra parte, x%% = 1 (mód. m), de donde 
(12)? = 1 (mód. m); por consiguiente (c, $ 1), b es een 
por 8. Por lo tanto, 6 = b. 

c. Si x pertenece al exponente a e y pertenece al exponente b 
respecto del módulo m, y (a, dd = l, entonces xy pertenece al 
exponente ab. 

En efecto, supongamos que xy pertenece al exponente 6. Enton- 
ces (xy)? = 1 (mód. m). De aquí resulta que x% y = 
= 1 (mód. m) y (c, $ 1) x% = 1 (mód. m). Por lo tanto 
(c, $ 1), b8 es divisible por a, y como (b, a) = 1, 8 es divisi- 
ble por a. Del mismo modo hallamos que $ es divisible por 
b. El número 6, siendo divisible por a y por b, y teniendo en 
cuenta que (a, b) = 1, es también divisible por ab. Por otra 
parte, de (xy) = 1 (mód. m) se deduce (c, $ 1) que ab es 
divisible por 6. Por lo tanto, 6 = ab. 

d. Existen raices primitivas respecto del módulo p. 

En efecto, sean 


los módulos p* 
y 2p* 


O (1) 
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todos los exponentes distintos a que pertenecen los números 1, 


2, . . ., (p—1) respecto del módulo p. Supongamos que t es el 
mínimo común múltiplo de estos exponentes y que t = 
=qu, qu... qa es su descomposición canónica. Cada factor 


q%s de esta descomposición divide al menos a uno de los núme- 
ros 6, de la sucesión (1), el cual, por consiguiente, puede 
expresarse en la forma; 6; = aq;*. Sea Ej uno de los números 


de la sucesión 1, 2, ..., p — 1, pertenecientes al exponente 
6;. Según b, el número n;= E“ pertenece al exponente 
q,*, y según e, el producto g==1; Ma . . . Ma pertenece al expo- 


nente qu q... qe = 1. 
Pero, como todos los números (1) dividen a v, todos los 
números 1, 2, ..., p— 1 son solucionés (c, $ 1) de la congruen- 
cia x* == 1 (mód. p); por esta razón, en virtud de c, $ 4, 
cap. IV, se tiene, p—1< 7. Pero (d, $ 1) t es un divisor 
del número p — 1. Por lo tanto, - T=p— 1 y g es una raíz 
primitiva. 
e. Sea g una raíz primitiva respecto del módulo p. Se puede 
señalar un número t de modo que el número u que se determina 
por la igualdad (g + pty?"* = 1 + pu no sea divisible por p. 
El número correspondiente g + pt es una raíz primitiva respecto 
del módulo p* para cualquier a > 1. 
En efecto, se tiene 
gP1= 14 pTo, 

(g+ptPA=1+p(To—g?*4 pT)=1+4pu, (2) 
donde u, simultáneamente con ft, recorre el sistema completo 
de restos respecto del módulo p. Por lo tanto, se puede indi- 
car un número t de modo que u no sea divisible por p. Para tal 
valor t, de (2) se deduce también que 


(g + pt)?» =(14 puy”=1 + poz, 
(+ py em = (14 pu? =1 4 pu, 


. ... . .. .. . o... .. ..sc..<<s.ass.osc.s.os. 


(3) 


donde uz, Us, .. . no son divisibles por p. 
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Supongamos que g + pt pertenece al exponente Ó respecto 
del módulo p” Entonces 

-(g+pt)?= 1 (mód. p*). (4) 
De aquí que (g + pi)? = 1 (mód. p); por consiguiente, Ó es un 
múltiplo de p — 1, y como Ó divide a q (p”") = p“"* (p — 1) 
se tiene que 6 = p"”* (p — 1), donde r es uno de los núme- 
ros 1, 2, ..., a. Sustituyendo el primer miembro de la con- 
gruencia (4) por su expresión de la igualdad correspondiente 
de (2) y (3), resulta (u = uy): 
14 p"u,=1 (mód. p%), p' ==0 (mód. p%), r=a, 0=(p), 
es decir, g + pt es una raíz primitiva respecto del módu- 
lo pr, | 
f. Sea g, una raíz primitiva respecto del módulo p*, donde 
a > 1. Entonces, el impar entre los números g, y 1 + p*, es 
una raíz primitiva respecto del módulo 2p". 
En efecto, es obvio que cualquier número impar x que satis- 
faga a una de las congruencias xY = 1 (mód. p%) y xY = 
= 1 (mód. 2p%) satisface también a la otra. Por lo tanto, 
como q (p%) = q (2p*), cualquier impar x que sea una raíz 
primitiva respecto de uno de los módulos pa y 2p% es también 
una raíz primitiva respecto del otro. Pero, entre las dos raíces 
primitivas g, y gi + p* respecto del módulo p*, una de 
ellas es, inevitableménte, impar, por consiguiente, ésta será 
también una raíz primitiva respecto del módulo 2p-. 


$3. Búsqueda Las raíces primitivas respecto de los 
pa a A 7 módulos p+ y 2p*, donde p es un número 
respecto primo impar y a > 1, pueden buscarse 
de los módulos aplicando el siguiente teorema general: 
p* y 2p" Sea c = q (m) y sean q1, G2 .- .. qu los 
divisores primos distintos del número c. Para que un número g, 
que es primo con m, sea una raíz primitiva respecto del módulo 
m, es necesario y suficiente que este número g no satisfaga a nin- 
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guna de las congruencias. 


e Cc 
g% =1 (mód. m), g% =1 (mód. m), ..., 
**:*g% =]1 (mód. m). (1) 
En efecto, si g es una raíz primitiva, éste pertenece al expo- 
nente c y, por consiguiente, no puede satisfacer a ninguna 
de las congruencias (1). 
Recíprocaménte, supongamos que g no satisface a ninguna 


de las congruencias (1). Si el exponente d, al cual pertenece £, 
fuese menor que c, entonces, designando con la letra q 


alguno de los divisores primos de + tendríamos que 


F=qu, 4, g1 =1 (mód. p), lo cual contradice a la 
hipótesis hecha. Por lo tanto, d=c y g es una raíz primitiva. 
Ejemplo 1. Sea m = 41. Se tiene q (41) = 40 = 2-5, £ = 
= 8, 2 = 20. Por consiguiente, para que un número g, no 


divisible por 41, sea una raíz primitiva respecto del módu- 
lo 41, es necesario y suficiente que este número g no satisfaga 
a ninguna de las congruencias 


eg? = 1 (mód. 41), g? = 1 (mód. 41). (2) 
Ensayando los números 2, 3, 4, .. ., hallamos (respecto del 
módulo 41): 

28=10, 383=1, 48=18, 58= 18, 68= 10, 
920 = 1, 420 = l, 520 — 1, 620 = 40. 


Vemos, pues, que los números 2, 3, 4, 5 no son raíces primi- 
tivas, puesto que cada uno de ellos satisface al menos a una de 
las congruencias (2). El número 6 es una raíz primitiva, pues 
no satisface a ninguna de las congruencias (2). 

Ejemplo 2. Sea m = 1 681 = 41?. En este caso también se 
podría buscar una raíz primitiva aplicando el teorema general. 
Sin embargo, la hallaremos más fácilmente aplicando el 
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teorema e, $ 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 1) que el 
número 6 es una raíz primitiva respecto del módulo 41, 
hallamos: 


601-441 (3+ 411), 
(6 4110 == 1441 (34 411— 6% + 417)=1 + 4lu. 


Para que u no sea divisible por 41, es suficiente tomar f = 0. 
Por ello, se puede tomar por raíz primitiva respecto del 
módulo 1 681 el número 6 + 41-0 = 6. 

Ejemplo 3. Sea m = 3 362 = 2-1 681. En este caso también 
se podría buscar una raíz primitiva aplicando el teorema 
general. Sin embargo, la hallaremos más fácilmente aplican- 
do el teorema f, $ 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 2) que el 
número 6 es una raíz primitiva respecto del módulo 1 681, 
se puede tomar por raíz primitiva respecto del módulo 3 362 
el número impar entre los números 6, 6 + 1 681, o sea, el 
número 1 687. 


$ 4. Indices a. Supongamos que p es un número primo 
respecto | impar, a > 1; m es uno de los números p” 
de o y 2p%;, c = q (m), g es una raíz primitiva 
p” Y <P respecto del módulo mm. 

b. Si y recorre los restos no negativos minimos y =0,1,...., 
c — 1 respecto del módulo c, entonces g* recorre el sistema redu- 
cido de restos respecto del módulo m. 

En efecto, gY recorre c números que son primos con m y que, en 
virtud de b, $ 1, no son congruentes entre sí respecto del 
módulo mm. 

c. Para los números a que son primos con m introduciremos 
el concepto de índice, el cual representa una analogía del 
concepto de logaritmo; en este caso, la raíz primitiva desem- 
peña un papel similar ai de la base de los logaritmos. 

Si 


a == gY (mód. m) 
8- 1030 
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(se supone que y > 0), el número y se llama indice del número 
a, respecto del módulo m, de base g y se designa con la nota- 
ción y = ind a (más exactamente y = ing, a). 

En virtud de b, todo a que sea primo con m admite un índice 
único y” entre los números de la sucesión 


A A E 


Una vez conocido y”, se pueden señalar también todos los 
índices del número a;-según c, $ 1, éstos serán todos los núme- 
ros no negativos de la clase 


y = y” (mód. c). 


De la definición de índice dada se deduce inmediatamente que 
los números que poseen un índice dado y forman una clase de 
números respecto del módulo mm. 

d. Se tiene 


indab ... [=inda+indb+ . «+ ind (mód. c) 


y, en particular, 
ind a” = n ind a (mód. c). 
En efecto, 
a= gia (mód. m), b=gl? (mód. m), .... 
e.., 1=g* (mód. m), 
de donde, multiplicando, hallamos 
a...l= ginda+indd+... Hindi (mód. m). 


Por consiguiente, ind a + ind b +... + ind l es uno de los 
índices del producto ab... l. 

e.. Debido a las aplicaciones prácticas de los índices, para 
cada módulo p (claro, no muy grande) se han compuesto 
tablas de indices. Estas son dos: una para hallar el índice de un 
número dado, otra para hallar los números por el índice. 
Las tablas contienen los restos no negativos mínimos de los 
números (el sistema reducido) y sus índices mínimos (el 
sistema completo) respecto de los módulos p y c = q (p) -= 
-= p —1, respectivamente. 
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Ejemplo. Formemos las tablas indicadas para el módulo p = 
= 41. Anteriormente se demostró (ejemplo 1, $ 3) que el 
número g = 6 es una raíz primitiva respecto del módulo 41; 
tomémoslo por base de los índices. Hallamos (las congruencias 


se toman respecto del módulo 41): 


6= 1 6=10 6'=18 6%=16 6% = 37 
6= 6 6=19 6"=26 68B%=]14 6%=17 
62=36 6=32 68=33 6%= 2 6%=20 
6=1l 61=28 6%=34 6%=12 6% = 38 
6i=25 6%= 4 6%=40 6%f=31 6%=23 
65=27 68B=24 6l=35 6%=22 6%7=15 
66=39 6t=2] 6%=5 6%%= Y 6%= 8 
6'=29 65= 3 6%=30 6l=13 (M= 7, 
por lo tanto, las tablas indicadas son: 


Moiz3455789 orz3.5078s 


0 0/26| 15; 12/22 1|39/3830 0] 1| 6|36| 11| 25| 27| 39 29/ 10/ 19 
1| 8 3|27|31/25|37| 24/33/16 9  1|82/28| 4¡24/21| 3|18| 26] 33] 34 
2 |34| 14| 29 36| 13] 4|17| 5/11] 7  2]|40|35| 5|30|16| 14¡ 2| 12 31] 22 
3 |23| 28| 10 18 19/21] 2/32/35] 6 3] 9/13/37] 17| 20] 38| 23] 15] 8| 7 
4 120 


Aquí el número de la fila denota las decenas y el número de la 
columna denota las unidades del número (del índice). En 
la casilla que es común para la fila y columna indicadas viene 
colocado el índice (el número) correspondiente. 

Por ejemplo, el ind 25 se halla en la casilla de la primera 
tabla que es común a la fila que posee el número 2 y a la 
columna que posee el número 5, es decir, ind 25 = 4. El 
número cuyo índice es 33 se halla en la casilla de la segunda 
tabla que es común a la fila que posee el número 3 y a la 


columna que posee el número 3, es decir, 33 = ind 17. 
gs 
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$ 5. Consecuen- a. Supongamos que p es un número primo 
cias ) impar; a > 1, m es uno de los números 
iS p”, 2p2, y, finalmente, c = e (m). 
b. Sea (n, c) = d; entonces: 
1. La congruencia 
x” = a (mód. m) (1) 


admite solución (y, por consiguiente, a es un resto de grado n res- 

pecto del módulo m) cuando, y sólo cuando, ind a es un múl- 

tiplo de d. 

Si la congruencia (1) es resoluble, ésta admite d soluciones. 

2. En el sistema reducido de restos respecto del módulo m, el 

número de restos de grado n es igual a >. 

En efecto, la congruencia (1) es equivalente a la siguiente: 
n ind x= ind a (mód. c), (2) 

la cual admite solución cuando, y sólo cuando, ind a es un 

múltiplo de d (d, $ 2, cap 1V). : 

Si la congruencia (2) admite solución, para el ind x se obtienen 

d valores incongruentes respecto del módulo c; a éstos les 

corresponden d valores de x que son incongruentes respecto 

del módulo m. 

Por lo tanto, la afirmación 1 es cierta. 

Entre los números 0, 1, ..., e — 1, los cuales son los índi- 

ces mínimos de los restos del sistema reducido respecto del 


módulo m, hay + números que son múltiplos de d. Por lo 


tanto, la afirmación 2 es cierta. 
Ejemplo 1. Para la congruencia 

x8 = 23 (mód. 41) (3) 
se tiene (8, 40) = 8, y como ind 23 = 36 no es divisible 
por 8, la congruencia (3) es irresoluble. 
Ejemplo 2. Para la congruencia 

x2 = 37 (mód. 41) : (4) 
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se tiene (12, 40) = 4, y ind 37 = 32 es divisible por 4. 
Por lo tanto, la congruencia (4) es resoluble y admite 4 solu- 
ciones. Las soluciones indicadas se hallan del modo si- 
guiente. 
La congruencia (4) es equivalente a las siguientes: 

12ind x = 32 (mód. 40), ind x = 6 (mód. 10). 
De aquí, para el ind x se hallan 4 valores incongruentes 


respecto del módulo 40: 
ind x = 6, 16, 26, 36, 


correspondientemente a lo cual se hallan 4 soluciones de la 
congruencia (4): 
x = 39; 18; 2; 23 (mód. 41). 
Ejemplo 3. Los números 
1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40, (5) 


-cuyos índices son múltiplos de 4, son todos los restos bicua- 
dráticos (o también todos los restos de cualquier grado n =12, 
28, 36, .. ., donde (n, 40) = 4), que hay entre los restos posi- 
tivos mínimos respecto del módulo 41. La cantidad de núme- 


ros en la sucesión (5) es igual a 10 = E. 


c. Junto con el aserto b, 1 es útil el siguiente: 
El número a es un resto de grado n respecto del módulo m cuan- 
do, y sólo cuando, 

a“ =1 (mód. m). (6) 
En efecto, la condición ind a=0 (mód. d) es equivalente 
a la siguiente: —] ind a=0 (mód. c). Por su parte, esta 
última es equivalente a la condición (6). 
Ejemplo. En el teorema del $ 3, la imposibilidad de la 


Cc 
congruencia g1 = 1 (mód. m) es equivalente a la condición 
de que g sea un no-resto de grado q respecto del módulo mm. 
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Cc 


En particular, la imposibilidad de la congruencia g?«.= 
== 1 (mód. m) es equivalente a la condición de que g sea 
un no-resto cuadrático respecto del módulo m (compárese 
con e, $ 1, cap. V). 

d. 1. El exponente 6, al cual pertenece a di del módulo m, 


se determina por la igualdad (ind. a, c) = 5; en particular, la 


pertenencia de a al conjunto de raíces a respecto del 


módulo m se determina por la igualdad (ind a, c) = 1. 
2. En el sistema reducido de restos respecto del módulo m, la 


cantidad de números que pertenecen al exponente Ú es igual 
a y (0); en particular, la cantidad de raíces pr es igual 
a q (o). 
En efecto, 0 es el divisor mínimo de c que satisface a la 
condición a = 1 (mód. m). Esta condición es equiva- 
lente a 
Sind a = 0 (mód. od), 
o sea, 


» , 19] 

ind a=0 (móa. +) , 
Por lo tanto, á es el divisor menor de c para el cual + 
divide a ind a, de donde + es el divisor mayor de c que 


divide a ind a, es decir, 5 = (ind a, Cc). Por lo tanto, la 


afirmación 1 es cierta. 
Entre los números 0, 1, ..., c—1, los cuales son los 
índices mínimos de los restos del sistema reducido respecto 


del módulo m, son múltiplos de + los números de la forma 
Ty donde y=0, 1, ..., 89—1. La condición (Fs c)= 
=+ equivale a que sea (y, 0) =1; a esta última condición 


satisfacen q (0) valores de y. Por lo tanto, la afirmación 2 
es cierta. 


$ 6. INDICES RESPECTO DEL MODULO 2% 119 


Ejemplo 1. En el sistema reducido de restos respecto del módu- 
lo 41, los números que pertenecen al exponente 10 son aque- 


llos números a que satisfacen a la condición (ind a, 40) = 
40 


=3x =4, es decir, son los números 

4, 23, 25, 31. 
En total se tienen 4 = q (10) números. 
Ejemplo 2. En el sistema reducido de restos respecto del 
módulo 41 son raíces primitivas los números a que satisfacen 
a la condición (ind a, 40) = 1, es decir, los números 
6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 
En total se tienen 16 = q (40) raíces primitivas. 


$ 6. Indices a. Para el módulo 2% la teoría precedente 
respecto se sustituye por otra un poco más com- 
del módulo 2%  plicada. 

b. Sea a = 1. Entonces 2% = 2. Se tiene q (2) = 1. Es una 
raíz primitiva respecto del módulo 2, por ejemplo, 1 = 
= —1 (mód. 2). El número 1% = (—1) = 1 forma el sistema 
reducido de restos respecto del módulo 2. 

c. Sea a = 2. Entonces 22 = 4. Se tiene q (4) = 2. Es una 
raíz primitiva respecto del módulo 4, por ejemplo, 3 = 
= —1 (mód. 4). Los números (—1)? = 1, (—1)! =3 (mód. 4) 
forman el sistema reducido de restos respecto del módulo 4. 
d. Sea a >3. Entonces 2%>8. Se tiene p(2%=2”* 
Fácilmente se observa que en este caso no hay raíces primi- 
tivas; más exactamente: el exponente al que pertenece un 


número impar x respecto del módulo 2% no es superior a 
gene ==> 0 (2%). En efecto, se tiene 

x2=1-+8f,, 

t=T + 16t,, 


. . . . . . os. 


02142 t2-2 == 1 (mód. 2%). 
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Ahora bien, existen números que pertenecen al exponente 
2%? Tal es, por ejemplo, el número 5. En efecto, 
5=1+4, 
5=1+8+16, 
54 =1+16+ 324, 


E E A EN 
de donde se ve que ninguna de las potencias 5*', 5“, 


a—3 a 
5, ...,5% * es congruente con 1 respecto del módulo 2”. 
Fácilmente se observa que los números de las dos filas 
siguientes: 


50 5! pare 
O id: 


forman el sistema reducido de restos respecto del módulo 2x, 
En efecto, en total se tienen 2-22-2 = q (22) números; los 
números de cada fila por separado son incongruentes entre sí 
respecto del módulo 22 (b, $ 1); finalmente, los números de la 
fila superior son incongruentes con los de la inferior, puesto 
que, respecto del módulo 4, los primeros son congruentes con 
1 mientras que los segundos son congruentes con —1. 
e. Para mayor comodidad en las investigaciones posteriores 
expresaremos los resultados b, e, d en una forma más unifor- 
me, la cual valdrá también para el caso a = 0. 
Sea 

e A sia=0, osií a==1; 

c=2 cc =2?, si a>?2, 
(por lo tanto, siempre ccy =p (2%)) y supongamos que y y Yo 
recorren, independientemente uno del otro, los restos mínimos 
no negativos 

Py=0, 20: 0=kL Y=0,.... € =1 
respecto de los módulos c y Cy. Entonces (-—-1)Y 5Yo recorre el 
sistema reducido de restos respecto del módulo 22. 
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f. La congruencia 


(—1)? 5% = (—1)" 5% (mód. 2%) (1) 

se verifica cuando, y sólo cuando 
y == y" (mód. c) yo =p, (mód. Cp). 

En efecto, para a = 0 el teorema es obvio. Por lo tanto, 
supongamos que a > 0. Sean r y ry los restos mínimos no 
negativos respecto de los módulos c y cy para los números 
Y Y Yo y sean r' y r; los restos correspondientes para los 
números y” y y,. En virtud de c,$ 1 (—-1 pertenece al exponente c 
mientras que 5 pertenece al exponente cp), se verifica la 
congruencia (1) cuando, y sólo cuando, (—1) 5% = 


=(—1)” 5% (mód. 2%), es decir, (en virtud de e) cuando 
ESTA 
g. Si 
a=(—1)"5% (mód. 2%), 

el sistema y, yo se llama sistema de indices del número a respecto 
del módulo 22. 
En virtud de e, todo a que sea primo con 2% (o sea, impar) 
admite un sistema único de índices y”, y; entre los a 

= q (2%) pares de valores Y, Yo indicados en e. 
shocienido el sistema y”, y, se pueden indicar también todos 
los sistemas de índices del número a; según f, éstos serán todos 
los pares y, yo formados por las clases de números no negativos 


y=y (mód. C), Yo = Y, (mód. Co). 
De la definición dada de sistema de índices se deduce inmedia- 
tamente que los números que poseen un sistema de índices 
_dado y, Yo forman una clase de números respecto del módu- 
lo 22, 
h. Los índices del producto son congruentes con las sumas de los 
índices de los factores respecto de los módulos c y Co. 
En efecto, sean y (a), yo (a); . . -; y (0), Yo (1) los sistemas de 
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índices de los números a, .. ., l. Se tiene 


a... l=(—1)7(0* +90) 5 vota) ..+vo(0), 


Por consiguiente, y (A) +...+Y7(0, y (D+...+Y (0 


son los índices del producto a... l. 

$7. berri a. Sea m=2"py1p32 ... py" la descom- 
de cualquier posición canónica del número m. Supon- 
módulo gamos que c y Cy denotan los valores 
compuesto indicados en e, $ 6; c.=p(pé); ga es 


la raíz primitiva mínima respecto del módulo ps. 
b. Si 


a==(— 1)” 5” (mód. 2%), 0 
a==g;! (mód. pit), ..., a==g*(mód. pr). 
el sistema y, Yo, Yi» »-., ya se lama sistema de índices del 


número a respecto del módulo m. 

De esta definición se deduce que y, yo es el sistema de 
índices del número a respecto del módulo 2* y ys, ..., Yh 
son los índices del número a respecto de los módulos 
Pyt, ..., pe. Por ello (g, $ 6; e, $ 4), todo a que es primo 
con m (y que, por consiguiente, es primo con todos los 
números 2%, pit, ..., p,") admite un sistema único de 
índices y”, Yi, Yi» «+. ya entre los ccpCy ... Ca==p(m) sis- 
temas Y, Yo Y ---» ya que se obtienen cuando y, Yo, 
Yi --., Y recorren, independientemente uno de otro, los 
restos mínimos no negativos respecto de los módulos c, Co, 
C4 ..., Ch. Formando todos los sistemas y, Yo, Pi) +++» Yho 
compuestos por los números no negativos de las clases 

y = y, (mód. c), yo == yo (mód. Co), 
vw, = y, (mód. c1), ..., ya== ya (mód. Ca). 
se obtienen todos los sistemas de índices del número a. 
Los números a que poseen un sistema dado de índices y, Yo, 
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Y) - - -» YÁ pueden hallarse resolviendo el sistema (1) y, por 
consiguiente (b, $ 3, cap. IV), forman una clase de números 
respecto del módulo «mn. 

c. Como los índices y, Yo, Ys» ---. Ya del número a res- 
pecto del módulo m son los índices del mismo respecto de 


los módulos 2%, py!, ..., pi, respectivamente, subsiste el 
teorema: 

Los índices del producto son congruentes respecto de los módu- 
los C, Co, C1, . . ., Ch con las sumas de los indices de los factores. 


d. Sea 1=q(2) si a<2 y r=5q(2) si a>2 y desig- 


nemos con h el mínimo común múltiplo de los números 
T, Cq, ..., Ch. Para cualquier a que sea primo con m, se 
cumple la congruencia a? =1 respecto de todos los módu- 
los 2%, pyt, ..., pi", por lo cual, también se cumple esta 
congruencia respecto del módulo m. Por lo tanto, a no 
puede ser una raíz primitiva respecto del módulo m si 
h<q(m). Peru esto último ocurre cuando a>>2 siendo 
R> 1, y también cuando a=2, k=1. Por consiguiente, 
para m>1 pueden existir raíces primitivas solamente en 
los casos m=2, 4, pt, 2p;1. Pero precisamente en estos 
casos fue demostrada anteriormente ($ 6, $ 2) la existencia 
de raíces primitivas. En resumen, todos los casos en que 
existen raíces primitivas respecto de un módulo m, superior 
a l, son 
m=2, 4, p”, 2p*. 


Preguntas referentes al capitulo VI 


A continuación, la letra p siempre denota un número primo 
impar, y en la pregunta 11, b, también el número 2. 

l, a. Sea a un número entero, a > 1. Demostrar que los divi- 
sores primos impares del número a? — 1 dividen a a— 1 
o son de la forma 2px + 1. 
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b. Sea a un número entero, a > 1. Demostrar que los divi- 
sores primos impares del número a”+- 1 dividen a a+ 1 
o son de la forma 2px + 1. 

c. Demostrar que hay una cantidad infinita de números pri- 
mos de la forma 2px + 1. 

d. Sea n un número entero, n > 0. Demostrar que los diviso- 
res primos del número 2%” + 1 son de la forma 2"+*lx + 1. 

2. Sea a un número entero, a > 1, y sea n un número entero, 
n > 0. Demostrar que q (a”—1) es un múltiplo de n. 

3, a. Sea n un número entero, n > 1. Con los números 1, 


2, ..., n, siendo n impar, formemos las permutaciones 
1 A E A O E A A 
1 A 
etc. y siendo n par, formemos las permutaciones 
1 E A A A A 
¡A A E 


etc. Demostrar que la k-ésima operación da la sucesión inicial 
cuando, y sólo cuando, 2* = + 1 (mód. 2n—1). 
b. Sean n y m dos números enteros, n> 1, m > 1. Contemos 
los números 1, 2, ..., n en orden directo desde 1 hasta n, 
después en orden inverso desde n hasta 2, luego de nuevo en 
orden directo desde 1 hasta n, después otra vez en orden 
inverso desde n hasta 2, etc. En este cálculo, escribamos los 
números: el 1%, el (m-+ 1)-ésimo, el (2m + 1)-ésimo, 
etc., hasta que se obtengan n números. Repitamos la misma 
operación con la nueva sucesión de n números, etc. Demostrar 
que la R-ésima operación de la sucesión inicial cuando, y sólo 
cuando, | 

mk = + 1 (mód. 2n — 1). 
4. Demostrar la existencia de q (0) números pertenecientes al 
exponente Ó, considerando para ello la congruencia x0 = 
= 1 (mód. p) (pregunta 10, e, cap. IV) y aplicando d, $ 3, 
cap. Il. 
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5, a. Demostrar que el número 3 es una raíz primitiva de 
los números primos de la forma 2” + 1, n> 1. 

b. Demostrar que el número 2 ó —2 es una raíz primitiva de 
los números primos de la forma 2p + 1, según que el número p 
sea de la forma 4n + 10 de la forma 4n + 3. 

Cc. Demostrar que el número 2 es una raíz primitiva de los 
números primos de la forma 4p + 1. 

d. Demostrar que el número 3 es una raíz primitiva de los 


números primos de la forma 
gn— 1 


2p4+1, si n>l y >= : 
6, a. a) Sea n entero, n>0, S,=1* + 2+...+(p—1)”. 
Demostrar que 
n==—1 (mód. p), si n es un múltiplo de p—1, 
Sn ==0 (mód. p) en caso contrario. 
$) Conservando las notaciones de la pregunta 9, c, cap. V, 


demostrar que 
y PEL 
En 2 . 
s09=-| a (mód. p). 


b. Demostrar el teorema de Wilson aplicando b, $ 4. 
7. Supongamos que g y g, son raices primitivas respecto del 
módulo p, y que a ind,g, = 1 (mód. p — 1). 
a. Sea (a, p) = 1. Demostrar que 

indg, a == a ind¿ a (mód. p—1). 
b. Sea n un divisor de p — 1,1<n=<p— 1. Los números 
que son primos con p pueden dividirse en n clases, refiriendo 
a la s-ésima clase (s = 0, 1,.. ., n — 1) los números que satis- 
facen a la condición ind a =s (mód. n). Demostrar que la 
clase de orden s según la base g es equivalente a la clase de 
orden s, según la base g,, donde s, = au s (mód. n). 
8. Señalar el método más simple posible de resolución de la 
congruencia x” = a (mód. p) (que sea cómodo si (n, p — 1) no. 
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es muy grande) en el caso en que se conoce una raíz primiti- 
va g respecto del módulo p. 


9. Supongamos que 71, A, €, Cp, Cr, » - »» Cha Y, Vos Vio - + -» Yh 
denotan los valores indicados en el $ 7. Tomando cualesquie- 
ra raíces R, Ro, Ri, .. ., Ry de las ecuaciones 

R'=1, Re =1, REL, ...3 R¡*=1. 
hacemos 


y (a)=R RRE, ..., Rir. 
Si (a, m) > 1, hacemos xy (a) 0. 
La función definida de este modo para todos los valores ente- 
ros de a, la llamaremos carácter respecto del módulo m. Si 


R=R=Ri=..., =R»= 1, al carácter lo llamaremos 
principal; éste admite el valor 1 si (a, m) = 1 y el valor 0 
si (a, m) > 1. 


a. Demostrar que del modo indicado se obtienen q (m) carac- 
teres distintos (dos caracteres se llaman distintos, si al menos 
para un valor de a éstos no son iguales entre sí). 

b. Deducir las propiedades siguientes de los caracteres: 

a) 1(1)=1, 

B) x (a,a,) = y (a1) y (a2), 

y) x (as) =7 (42), si a, =a2 (mód. m). 

c. Demostrar que 


Es p(m) para el carácter principal, 
SY y (a)= : 
O para los demás caracteres. 


d. Demostrar que, sumando para un valor de a dado res- 
pecto de todos los q (m) caracteres, se tiene 


p(m), si a==1 (mód. m), 
2 x (a) NN en caso contrario. 


e. dá la suma 


1-20 
a 
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donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo mm, demostrar que la función y (a), definida para todos 
los valores enteros de a y que satisface a las condiciones: 


p (a) =0, si (a, m> 1, 
p (a) no es idénticamente igual a O, 
y (4,02) = y (a4) y (a2), 


p (as) = y (as), si a, == az (mód. m), 


es un carácter. 

f. Demostrar los teoremas siguientes: 

a) Si x,(a) y x2(a) son dos caracteres, entonces x, (a) xa (a) 
también es un carácter. 

P) Si x,(a) es un carácter y x (a) recorre todos los caracte- 
res, entonces x,(a) y(a) también recorre todos los carac- 
teres. 

y) Si (l, m)=1, se tiene 


1, (a) de si a==1 (mód. m) 
2 10 0 en caso contrario. 


10, a. Sea n divisor de p—1, 1<n<p-—1, y l un entero 
¡ 


a . 2ni — 
que no sea divisible por n. El número R¿=e  " es una 


raíz de la ecuación Ri =1 y, por consiguiente, la potencia 


: lindx 
PA peta . 
e n ,a la cual hay que asignarle el valor 0 cuando x 


es un múltiplo de p, es un carácter respecto del módulo p. 
a) Demostrar que si (k, p)=1, se tiene 
P=4 > 2, Lina («+h)—Linde 
e n =—l. 
x==1 


P) Sea Q entero, 1<Q=<p, 


p-1 Q-1 2714 lind (x+2) 
S= Y [Sn el? Si.n,x = Ne » 
x-=() 2=0 
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Demostrar que S=(p—Q)Q. 

11, a. Supongamos que a es un entero, n es divisor de 
p—1,1<n<p-—1, k es un entero que no es divisible 
por n, 


p-1 Rindx 


Ue, Es S E 


a=1 


2ni X= 
e Pp. 


a) Siendo (a, p) =1, demostrar que |Ua, p|=V' p. 
f) Demostrar que 


2mi —kRind a U 
e n en 


ad» p 
Us, p ] 


y) Supongamos que p es de la forma 4m+1, 
S= 5 2 Dear) 

a=1 
Demostrar que p==A?*+4-B? (compárese con las preguntas 
9, a y 9, c, cap. V), donde A y B son enteros, definidos 
por la igualdad S= A+Bi. 
0) Supongamos que xs, recorre los números del sistema 
reducido de restos respecto del módulo p que satisfacen a 
la condición ind x,=s (mód. n). Haciendo | 


271 ES 


S=>Me”" P, 


*Xs 


demostrar que 
1 1 e 
[S+-|<( 7) Y». 
b. Sea n entero, n>2, m>l1, (a, m)=1, 


ax” . ar 


Sam=Ye” mo n= per E : 
donde .x recorre el sistema completo y E el sistema redu- 
cido de restos respecto del módulo m (compárese con la 
pregunta 12, d, cap. HI y con la pregunta 11, b, cap. V). 
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a) Sea 8=(n, p—1). Demostrar que 
| Sa, p| <(9— 1) V p. 
$) Sea (n, p)=1 y seas un entero, 1 <s<n. Demostrar que 
So, pr =P", So ¿s=0. 
y) Sea s un entero, s>mn. Demostrar que 
Sa, ps =P" So pera Sy y =0. 


a, p 
0) Demostrar que 


1 
| Sa, ml < Cm" n, 


donde C depende solamente de n. 
12. Sean M y Q enteros, OS<M<M-Q<p. 
a. Supongamos que n es un divisor de p—1, 1<n< 
<p-— 1, k es un entero, no divisible por n. Demostrar que 
ÓN 97 Elndx 
x=M 


" |<Vpinp. 
b, a) Sea T la cantidad de números de la s-ésima clase de 
la pregunta 7, b, comprendidos entre los números M, M + 
+1, ..., M+Q-— 1. Demostrar que 


T=24+0VpInp; |0/<1. 


P) Sea N un entero arbitrario y lo =121 Y p — 11. Demostrar 
que entre los números de la s-ésima clase de la pregunta 7, b 
existe al menos uno que es congruente respecto del módulo p 
con alguno de los números de la sucesión 

N—lo..., N—1,N,N+1,..., N + lo. 


c. Supongamos que k denota el número de divisores primos de 
p — 1 y que H es el número de raices primitivas respecto del 
módulo p, comprendidas entre los números M, M +1,..., 
M +0Q-— 1. Demostrar que 


H=22% 0402 Y p In p; ¡8|<1. 


9— 1030 
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d. Supongamos que Mi y Q, son enteros, 0 < M, < Mi + 
+ Q, < p — 1, y que-Y denota la cantidad de números de la 


sucesión ind M, ind (M + 1), ..., ind (M + Q — 1), com- 
prendidos «entre los números de la sucesión My, My + 
+1... M + 0 Demostrar que 

J= E -4+0V p(Inpy; 101<1. 


13. Demostrar la ea de una constante po que satis- 
face a la condición: si p > po, n es un divisor de p— 1, 
l<n<p — 1, entonces, el menor entre los no-restos posi- 
tivos de grado n respecto del módulo p, es <A; 
1 1 
h= p* (In py; c=2e a, 
14, a. Sea m>1, (a, m)=1, 


m—íim-—i 


S= $ 2 v0plye” a 


y [vo p4X, 5 le (y) P=Y 
x=0 y=0 


Demostrar que [S|< Y XYm. 

b, a) Supongamos que m>>l, (a, m)=1, n es un entero, 
n>0, K es el número de soluciones de la congruencia 
x” == 1 (mód. m), | 


mo 2xi qe 


Demostrar que |S|<K vn 

P) Sea e una constante positiva arbitraria. Siendo n cons- 
tante, demostrar para el número K de la pregunta a) que 
K = 0 (m8). 

c. Sean 2, q2 ..., qn los divisores primos distintos 
del número p—1. 

a) Supongamos que g recorre las raíces primitivas respecto 
del módulo p, comprendidas en el sistema reducido de 
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restos, (a, p)=1, 
8 
Su Nes <p. 
8 


Demostrar que 
9 —1 _ 
[S[<g Le 2 Y p. 


Para la demostración se debe hacer recorrer a s y s' los 
números que satisfacen a las condiciones respectivas: 
0<s<p-— 1; s==0 (mód. 2); 


s=S» (mód. Qr), 0<s,< 7 (r =2, ...9 Rh, 


0O<s' <p—1; s' ==1 (mód. 2); 


*=s) (mód. q»), 0<5+< 2 ! (r=2,..., k), 


y se debe considerar la suma 
2nt Le P 
W=28;; S:=3 e e Us = 8%, 0 =gl", 


donde £ recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo p y gy es una de las raíces primitivas. 

$) Sean M y Q enteros, 0 <M <M-FQ< p. Demostrar que 
la cantidad T de raíces primitivas respecto del módulo p, 
contenidas en la serie M, M+1, ..., M+4-Q— 1, se expresa 
por la fórmula 


Pa LU". e? (0405 *VpInp); [8/<1. 


y) Sea N un número entero y L=[E2V p). Demostrar 


que existe una raíz primitiva respecto del módulo p que es 
congruente con alguno de los números 


CS E O A A S 
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15, a. Supongamos que (a, p)=(b, p)=1l, y sea n un 
número entero distinto de 1, |n|=n,, 0<n,<p, 


p-1 axPibx 
210 ——__—_——. 
s=>YXe p 
x=1 
Demostrar que 
13 
[S|<-Fnip* 


b. Sea (4, p)=1 y supongamos que n es un entero, dis- 
tinto de 1, [n[=n,, 0<n,<p, Mo y Qu son enteros, 
0<M<M. +0 <p. 
oa.) Sea 
Mo4Q0—1 yq, 47 

e. Pp 


==. 


x=Mo 
Demostrar que 


IS[Z<F 3 pipi In p. 


B) Supongamos que M y Q son enteros, OE<M<M+Q<p, 
T es la cantidad de números de la sucesión Ax”, x=Mo, 
Mo-+1, ..., Mo+Q0—1, que son congruentes doi del 
nódulo $ con los números de la sucesión M, M+1, 

, M+Q—1. 


Demostrar que 
Po Le +07 mp8 (ln p); ¡9 |<1. 


c. Supongamos que (a, p)=1 y sean b y c enteros, 
(02—4ac, p)=1. 
a) Sea y un entero, 

yx 


5-3 an ) qa al 


3 
Demostrar que |S|[<-F Sp, 
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P) Sean M y Q enteros, 0O<M <M-2-Q<p, 


pao artbxr+e 
A 


3 
Demostrar que |S| <p In p. 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo vI 


1, a. Hallar (mediante los cálculos más simples posible) el exponente 
al cual pertenece el número 7 respecto del módulo 43. 

b. Hallar el exponente al cual pertenece el número 5 respecto del 
módulo 108. 

2, a. Hallar las raíces primitivas respecto de los módulos 17, 289, 578. 
b. Hallar las raíces primitivas respecto de los módulos 23, 529, 1 058. 
Hallar la raíz primitiva mínima respecto del módulo 242. 

a. Formar la tabla de índices respecto del módulo 17. 

Formar la tabla de indices respecto del módulo 23. 

a. Hallar una raíz primitiva respecto del módulo 71, empleando 
la nota del ejemplo c, $ 5. 

Hallar una raíz primitiva respecto del módulo 191. 

, a. Sirviéndose de la tabla de índices, indicar la cantidad de solu- 
ciones de las congruencias: 

a). x= 79 (mód. 97), B) x55 ==17 (mód. 97), y) x15 ze: 46 (mód. 97). 
b. Indicar la cantidad de soluciones de las congruencias: 

a) 3x1? = 31 (mód. 41), PB) 7x? = 11 (mód. 41), y) 5% == 37 (mód. 41). 
6, a. Sirviéndose de la tabla de índices, resolver las congruencias: 


a) 12 = 59 (mód. 67), f) *% == 17 (mód. 67), 
y) x% == 14 (mód. 67). 
b. Resolver las congruencias: 
a) 23x5 = 15 (mód. 73), fP)37x% == 69 (mód. 73), 
y) 44x?l = 53 (mód. 73). 
7, a. Aplicando el teorema c, $ 5, determinar la cantidad de solucio- 
nes de las congruencias: 
a) x? = 2 (mód. 37), fP) x* = 10 (mód. 37). 
b. Determinar la cantidad de soluciones de las congruencias: 
a) 5 == 3 (mód. 71), fB) x*! == 5 (mód. 71). 


E 


3, 
b. 
4, 


a y 
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8, a. Empleando el método de la pregunta 8, resolver las congruencias 
(al resolver la segunda congruencia se debe utilizar la tabla de raíces 
primitivas que viene insertada al final del libro): 
a) x' mz 37 (mód. 101), fP) x5 == 44 (mód. 101). 

b. Resolver la congruencia 

x3 == 23 (mód. 109). 
9, a. Empleando la tabla de índices, indicar, entre los restos del 
sistema reducido de restos respecto del módulo 19: a) los restos cuadrá- 
ticos, fB) los restos cúbicos. 
b. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 37: a) los restos de grado 15, f) los restos de grado 8. 
10, a. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 43: a) los números que pertenecen al exponente 6, P) las 
raíces primitivas. 
b. Indicar entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 61: a) los números que pertenecen al exponente 10, f) las 
raíces primitivas. 


Respuestas a las preguntas 


Respuestas a las preguntas del capitulo / 

1. El resto de la división de ax + by por d, teniendo la forma ax'+ by* 
y siendo menor que d, es necesariamente igual a cero. Por ello, d es 
un divisor de todos los números de la forma ax + by y, en particular, 
es un divisor común de los números a+1 + b+0 = a y a-0+ b+1 = b. 
Por otra parte, la expresión de d muestra que todo divisor común de 
los números a y b divide a d. Por lo tanto, d = (a, b) y el teorema 1, d, 
$ 2 es justo. Los teoremas e, $ 2 se demuestran así: el menor número 
positivo de la forma amx + bmy es amxyg + bmyo; el menor número 

al a b a 
positivo de la forma F* + AS + 5 Yo 


La generalización de estos resultados es trivial. 
2. Sea d'=7 una fracción irreducible con la condición 0< 1< Qs. 


Para 0¿=au el teorema es evidente. Por etio, suponemos que Ú, no es 
igual a a y que, por consiguiente, existe 0¿,4. Limitémonos al caso 
0, <0g,1. Está claro que 


; a | 1 1 1 
O ir EE eo és 7 Ori" 
Por esto, no puede ser 0, <0' <3s,+1 y, por lo tanto, o 6' < 8z, o bien 
5s+1 <0'. En ambos casos 0, está más próximo a a que Ó'. 
3. Si n<6 el teorema es evidente; por lo tanto, suponemos que nr >> 6. 
Se tiene ; 


108811 > 


LV 608... logo E=0, 2...; 


Q2>1 =g=l, 
Q3>Q2+1 > E2=2>É, 
Q4 > Q3 +02 >8=8: +81 >5+1=8?, 


. . . .o o. . . . o .. o o. 0... o... . o... o... oso... e. os. .se 


Qn > Qn-a + Qn-z > En-1=8En-24 8n-3>E 9494 =E%2, 
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De aquí que 

Ñ E log¡0 N 

N>E? n 
>ÉE o a logo E 


4, a. Para las fracciones 5 y + se tiene 0.1—1-1= —1. Intercalando 


on AFC : A C ; 

la fracción ByD entre las fracciones FY pe satisfacen a la 
condición AD—BC= —1, se tiene A(B+-D)—B(A+C)=(A+C)D— 
—(B+D)C=-—1. Por lo tanto, es cierta la afirmación señalada al 


07 429<5%k42; n<5k+l. 


final de la pregunta. La existencia de una fracción + con las condicio- 


nes F< - < s , [<rt, es imposible. En caso contrario se tendría que 


Rk a loco k loc a bd 
Aa Ia ad 


b, dis claro E es RA EN el caso 0 < a < 1. Supongamos 


que £ $ LR d> donde $ y + son fracciones consecutivas de la suce- 
sión , Farey, correspondientes a T. Son posibles dos casos: 
a ae, ape 


e a 7 
Por lo tanto, se 0 ica una de las dos desigualdades 


19 


da 5|< 


ca o 
b b(b+d) ” d(b+d)” 

de donde, en virtud de que b+d >mw, se deduce inmediatamente el 
teorema indicado. 

c. Si a es una fracción irreducible => con la condición b<t, 


P sE : a , 
por —— se puede tomar la fracción misma +: En caso contrario, 


Q 


por + se puede tomar la fracción reducida Ps que cumple la condi- 


Qs 
ción Q¿ <T< Qs+1- 


5, a. Los residuos que resultan al dividir los números primos impares 
por 4 son iguales a 1 6 a 3. El producto de números de la forma 4m + 1 
es de la forma 4m-+ 1. Por lo tanto, el número 4pi ... Pp— l, 
donde ps, ..., pz son primos de la forma 4m-+-3, tiene que tener 
un divisor primo q de la forma 4m + 3. El número q no coincide con 
ninguno de los números Py, . . ., Pp- 


- 
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b. Los números primos superiores a 3 son de la forma 6m + 1 o de la 
forma 6m + 5. El número 6p, ... Ph — 1, donde p;,, ..., Ph son 
primos de la forma 6m + 5, tiene que tener un divisor primo q de la 
forma 6m + 5. El número q no coincide con ninguno de los números 
"Pts - ><» Ph> 

6. Supongamos que ps, ..., pp son Kk números primos cualesquiera 
y sea N un entero que cumpla las condiciones 2 < N, (3 In NP < N. 
La cantidad de números a de la sucesión 1, 2, ..., N, cuyas descom- 


z , Q 

posiciones canónicas tienen la forma a = po - « » Pg" no es superior a 
k 
+!) < (3InNR<N, 
IinN 
Jn2 * 
Por lo tanto, en la sucesión 1, 2, ..., N hay números en cuyas 
descomposiciones canónicas figuran primos distintos de py, ...., Pp. 
7. Se obtienen tales sucesiones, por ejemlpo, para 
M=23...(K+ 1)1f4- 2; 1f=1,2,.. 

8. Tomando un entero xy con la condición de que para x > xp sea 
Fi) >1 y F (x)>0, hagamos f (xo) = X. Todos los números 
F (xo + Xf),t = 1, 2, .. ., son compuestos (múltiplos de X). 
9, a. Sise cumple (1), entonces uno de los números x, y es par; sea x par. 
De la igualdad 


puesto que %¿ < 


(5 2 24Yy 2-y 
7) A 


donde, evidentemente, (3 el ) = 1, nos convencemos de la exis- 


ER 
tencia de números enteros positivos 4 y v que cumplen las condiciones 
x z 2— 
q =40, ES =u2?, Y —p2, 


De aquí se deduce que las condiciones indicadas en la pregunta son 
necesarias. 

Es obvio que dichas condiciones son suficientes. 

b. Convengamos en designar aquí con letras solamente los números 
enteros positivos. Supongamos que existen sistemas x, y, z, que cumplen 
las condiciones A+ y = 22, x>0, y >0, 2 >0, (x, y, 2) = l; 
elijamos entre ellos el sistema con el valor menor de z. Suponiendo 
que x es par, obtenemos x?= 2uv, y =u—u, u>u>l, 
(u, vu) = 1, donde v es par (si u fuese par, tendríamos y? = 4N + 1, 
y =4Ny, 0 =4N2+ 1, 4N + 1= 4N,; — 4N2— 1, lo cual es 
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imposible). De aquí que 

u=2?, v=2w2, y24+4wt=2A4, 242=2u4,0,, 
u=x14 01=y4t, xi+yt=21 lo cual es imposible, puesto que 2, < 2. 
De la irresolubilidad de la ecuación 4 4 y? = 2, como un caso par- 
ticular se deduce también,. evidentemente, la irresolubilidad de la 
ecuación + yl = 1 en enteros. positivos x, y, t. 
10. Haciendo 14; (k, [)=1, obtenemos 

kn ak +... +apnin=0. 


Por lo tanto, k” es un múltiplo de [ y, por cónsiguiente, [=1. 

11, a. Supongamos que k es el mayor número entero que cumple la 
condición 2k < n y sea P el producto de todos los números impares 
que no son superiores a n. El número 2k-1PS se expresa en forma de 


a en rd Ñ 
una suma cuyos términos, a excepción de 2 Por son números 


enteros. 
b. Supongamos que £ es el mayor número entero que cumple la Con- 
dición 3* < 2n + 1 y sea P el producto de todos los números que son 


primos con el número 6 y que no son superiores a 2n + 1. El número 
3k-1PS se expresa en forma de una suma cuyos términos, a excepción 


1 , 
de 3R-1p gr Son números enteros. 


12. Para n < 8 el teorema se comprueba inmediatamente. Por lo 
tanto, suponiendo que n >8 y que el teorema es válido para los 
binomios a+ b, (a+ bY?, ..., (a+ by, hay que demostrar el 
teorema para (a + b)”. Pero los coeficientes del desarrollo de este 
binomio, a excepción de los extremos que son iguales a 1, son los 
números 


n  n(n—])  n(n—1)...2 
1” 122 0? 1.2,..(a—1)” 


Para que todos estos números sean impares es necesario y suficiente 
que sean impares los números de los extremos, los cuales son precisa- 
mente iguales a n, y también que sean impares todos los números que 
se obtienen al borrar los factores impares de los numeradores y deno- 
minadores de los números restantes. Pero, haciendo n = 2n, + 1, 
estos números se pueden expresar como los términos de la sucesión 

n  nm(mu-—!I) ni (ni—1)...2 

II” 1.2 ne 1.2,..(m4—1) ” 
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Mas éstos, como n, < n, son impares cuando, y sólo cuando, n, es de 


la forma 2k — 1, es decir, cuando n es de la forma 2 (2k — 1) + 1 = 
= 2ñ+1 — 1, 


Respuestas a las preguntas del capitulo II 


1, a. En la ordenada del punto de la curva y = f (x) cuya abscisa 
es x, hay [f (x)] puntos enteros de la región indicada. 

b. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T,+ T2= T, 
donde T,, Tz, T denotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 


<< E, 0<Y< +. 


0O<y< +, 0<x<Lp, 


Q P 
0< Xx < uN , 0< y< y . 
c. La igualdad indicada se deduce de la igualdad 
T=1+4(7,4 T24 T3—T4), 


donde Ty, T2, T3, T¿ denotan la cantidad de puntos enteros en las 
regiones 


x=0, 0<y<r; 
LES 0<y< Y Rx; 
<< z> 0<x< Y r2—y?; 
cn E 0<y<— 


y2' ya" 
d. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T = T, 4- Toa — Ta, 
donde T,, T2, T3 denotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 


<< VR. 0<y<t; 


0<y<Vhn, E 
0O<x<VYn, 0<y<Vn. 


e. En el caso de un rectángulo con los lados paralelos a los ejes coor- 
denados, el teorema es evidente. En el caso de un trapecio con las 
bases paralelas a uno de los ejes coordenados y con un lado perpendi- 
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cular a las bases, el teorema se demuestra fácilmente considerando 
el rectángulo que se forma al unir dos trapecios de éstos. El caso de 
un triángulo se reduce fácilmente al caso del trapecio indicado. Del 
caso del triángulo no es difícil pasar también al caso general, obser- 
vando que un polígono con una cantidad de vértices mayor que 3 se 
puede dividir en dos polígonos que tenga cada uno de ellos menor 
cantidad de vértices. Esto se puede hacer mediante un segmento 
rectilíneo que tenga los extremos en los vértices del polígono y que 
cada punto del mismo, a excepción de los extremos, sea un punto 
interior del polígono. 

2. La cantidad de números enteros positivos, no superiores a n, es 
igual a [n]. Cada uno de ellos se expresa de un modo único en la 
forma xkm, donde k£ es un entero positivo; a cada x dado corresponden 


PR 
[Y =] números de tal forma. 


3. Demostremos que las condiciones indicadas son necesarias. El número 
de dd x que dar la condición [ax] < N se puede expresar en la 


forma Er 0S <a y el número de valores y que cumplen la 


condición [By] < N se puede expresar en la forma q M3 0<4Ay < 7 ; 


De la igualdad 4 $ 


límite para N > 00, obtenemos pp=l Si «a fuese racional, 


+24=N, dividiendo por N y pasando al 


=$ (a>b>0), de la última igualdad obtendríamos que [ab]= 


= [$ de —b)]. Por lo tanto, a y B no pueden ser racionales. 
Supongamos que se cumplen las ein indicadas. Sea c un número 


natural. Sean +6 e Yo= 13 “tm los menores números enteros 


que cumplen las condiciones xy > Yo >+ . Es obvio que [ax] no 


es igual a c si x noes igual a xp, y [By] no es igual a e si y no es 
igual a yo; además, 0O<E<1, 0<n<1I, al y Bn son irracionales. 


Como xo +yo=c+E+m, se tiene ¿+ 9=1, 5 +E=1. 


tanto, uno y sólo uno de los números [axpg] y (Buol es igual a c. 
4,a. Las diferencias mencionadas, para [ax;) >0 son iguales a 


Lax1), La (x3—X9)), -..., 10 (xp —2Xp-4)), Í—axy). 


Por lo 
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Estas no son negativas, su suma es igual a 1, la cantidad de 
ellas es igual a t4+-1. Por lo tanto, al menos una de estas diferencias 


1 1 , E: 
Er < 7: Pero ésta tiene la forma (ax") = ax y, 


donde x” es un número entero que cumple la condición 0<|x"| <t 
y y'=(ax'j). Por consiguiente, designando con la letra k el número 1 


ó —1, de modo que sea kx" > 0, se tiene | añ —hy Sh. De aquí, 


designando con las letras Q y P los cocientes que se obtienen al divi- 
dir Ax" y hy” por (Ax”, hy”), resulta 


[aQ—=PI<t; 0<0Q<x 


no es superior a 


de donde se deduce el teorema mencionado en la pregunta. 
b. Haciendo t¿=([t1], t2=[t2), ..., ta=[ta] y suponiendo que xy, 
X2, ..., Xp recorren los valores 
x1=0,1, ..., ty x2=0,1, ..., te ...5 xXg4=0, l,..., la, 
consideramos la sucesión formada por los números [ayxy + Ugx2+... 
+». + G%pxx) y el número 1, dispuestos en orden no decreciente. Formando 
las diferencias de los números consecutivos de esta sucesión, se obtienen 
(141) (t2 +1)... (th-+1) diferencias. Al menos una de éstas no es 
superior a 
1 1 

Pero dicha diferencia tiene la forma [041 +02 +... + ar xp), donde 
Xi, Xh ..., xg Son números enteros que cumplen las condiciones | xf | < 
<UY la |<tTa ..., 1x4] <Tr, y no son simultáneamente iguales 
a cero. Haciendo [0yx;4- 2x3 +... +G4xp] =y" y designando con los 
símbolos Es, Es, ..., En, n los cocientes que se obtienen al dividir 
Kio dr ++.» Xh Y POT (XiXj, ..., Xh y”), resulta 

[att aba. hat m1 < 
lo cual demuestra el teorema indicado en la pregunta. 
-5. Se tiene a=cq+r+4a); 0<r<e, 


[9]-[er]oo [5 lr] 


6, ra [a+ B+... +4] =[a14-[BI+... 1214034 4BI+... 
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b. El número primo p figura en nt, al, ..., [1 con los exponentes 
[5] +[3]+-.--. [5] +[5]+.--. En [5]+[3]+-- 


Además 
n a” l:* 
[pls 
7. Suponiendo que existe un número a con las propiedades indicadas, 
Io en la forma 


a=qup*1 + qh- e +74 op +9"; 
0< <p, 0< Gkh-1 <P +... <q <p, 0<q <P, 0<q'< po. 
Según b, $ 1, tiene que ser 
h= Ghun + Ghia + - > «+ Q441 + Qollo- 

Por otra parte, para cualquier s=1, 2, ..., m, se tiene 

Qo-1U6-4 + de-2l9ca 4H + +» + 91 + Gallo < Us» 
Por lo tanto, la última expresión de kh tiene que coincidir por com- 
pleto con la señalada en la pregunta. 


8, a. Sea xy un entero, Q<a<B<R, x1 <a <B<x1 +1. Integrando 
por partes, se obtiene 


| fa) de = P" (2) h (0) de = 


Q 
=p (6) 408) —p (22) Fa) —0 (B) + (8) +0 (0) É (a) + o (x) É* (x) de. 


En particular, para Q <xq, x14 +1 <R, pasando al ni se tiene 


x1+1 1 1 E 
| di — ED 3100 + | «rimar. 
xt *1 


La fórmula indicada se obtiene ahora sin dificultad. 
b. Escribiendo la A de la pregunta a en la forma 


Q 
y ro=Í: (9d: —| Ed dee (RRA (OO 
Q<zr<R 


— RIERA a+) orar) o (2) É7 (x) de, 


nos convencemos de que la fórmula indicada es justa. 
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c. Aplicando el resultado de la pregunta b, hallamos 
inl14+In2+...+Inn= 


O (x) 
x2 


=C4+nInn—n+-3 Inm+ dx=nInn—na+0 (Inn). 
n 


9,a. a) Se tiene (b, $ 1) 
[n- n 
In ((11)= Y] ((5]+[+]+ des ) In p. (1) 
p<n 
Aquí el segundo miembro representa la suma de los valores de la función 


In p, extendida a los puntos enteros (p, s, uu) con valores primos p de 


la región p >0, s >0, 0<u< > La parte de la suma que corres- 


8 
ponde a unos valores s y u dados, es igual a e( Vi) ; la parte 


que corresponde a un valor dado u, es igual a y (5) ó 


fB) Aplicando para n > 2 el resultado de la pregunta a), se tiene 


ln (3) 210 ([ 5 ]1)= 
00-393) (2) + > 100-0(3) 
Haciendo [ 5]="m, de aquí hallamos que ([n]=2m, o [n]=2m-+1) 
em (7) << 
A < In (2m3m) < ñ, 
vmo=>+0- (7) +v (3) -» (7)+ 
+p (7) (5) +. <a pr +... 22. 
y) Se tiene (la solución de la pregunta f) y el resultado de la 
diras (7) +» (5) -» (7)+..= _—Hl 
A AA ED 
=15) 101011012 [5] m [5 ]+2[5]+0(9m= 
=n In2+0 (Inn). 


< In (2 
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Por otra parte, para s > 2 obtenemos (pregunta fB)) 
AE 
omo) 


nz <2 Y n siempre 
+o(Y 5)-.. =0 si s>rt; =[57). 


Por lo tanto 
co (5) (5) e (5) + 
(9-0 (3) +0 (3)-0 ()+-..)< 
<2Va+2 742/24... +2/2<2(Va41 Y n)=0(Y nm). 
b. Se deduce de la igualdad (1), de la desigualdad de la pregunta a, 


B) y de la igualdad de la pregunta 8, c. 
Cc. Para m suficientemente grande, de la igualdad de la pregunta b, 


se tiene : E 
np 4 
s 7 =Inm40(1)> a y F>l 


m<pemt m<p<mt 
Si para todos los pares Pa, Pn+1 que cumplen la condición m< pn < 
< Pn+1 <m? se verificase la desigualdad Pr+1 > Pn (1 +8), resultaría 


2 dr madri?! 
r=0 


lo cual es imposible para valores suficientemente grandes de m. 
d. Evidentemente, es suficiente considerar solamente el caso en que n 
es entero. : 


Haciendo y (r) = Eds si r es primo y y(r)=0 si r=1 o si r es 
compuesto, se tiene (pregunta b) 
Y(D+7 +. ..+9(1)=Inr+a (1); |a(r)] <Ca, 
donde Cy es una constante. De aquí, para r > 1 
y (1) =1n 7 —1n (r—1) + a (1) —a (r—1), 
EN ; NN in r—in (r —1) 
a O e 
0<p<En i<rEn 
T.= sy a (r)— ar—1Y. 


inr 
i<r<nm 
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Se tiene (8, b) 
Í 
Ty= De m7 + > (aurtnrt: ..)= 


i<r<n i<rsemn 
1 
=C,+Ininn+0 (7). 
donde Ca, es una constante. Luego hallamos 


T,=0(2) (3 m3)+-- 
1 1 a (a) 


pelo!) (ua, — Tan Inn 


de donde se deduce que 


? 


T¿=0,+0 (7 y =)- 


inn 


donde Cz es la suma de la serie absolutamente convergente 


a (2) (ui-13)+:0 lur-+17)+ e 
e. Se tiene 
» (DH (arta) 
p<n p<n p<n 


=C'— In Inn+0 ( a ), 


Inn 


donde C' es una constante. De aquí, haciendo C” = ln Cj, obtenemos 
la igualdad indicada. 

f. Haciendo n = [1,5 s In s] y representando con la notación x (n) 
la cantidad de números primos que no son superiores a n, de la igualdad 
de la pregunta 9, a, y) deducimos (C es una constante positiva) 


nin2—C Van 
Inn 


n (n) > , 
lo cual es mayor que s, si sy se ha elegido suficientemente grande. De 
aquí se deduce que, si s > Sp, el número p, está comprendido entre los 
números primos que no son superiores a n. 

g. Sean qu, 92, . - .» 9 los divisores primos distintos del número a. 
Hallamos: 2, 3, 4, ..., (s+ 1) <a, de donde (pregunta 8, c) 


(s+ D) In(s+ 1)+ O(s+ 1) <a, s= 0 (In a). 
10— 1030 
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Por lo tanto (preguntas e y 1) 
a 1 


< 
A 
< = 0 (In ps) =0 (In In a). 
(1-3) (1-3) - (1-5) 


10, a. Se deduce de c, $ 2. 
b. Como 0 (1) = y (1) = 1, se cumple la condición 1, a, $ 2 para la 
función 0 (a). Sea a = ajaz una de las descomposiciones de a en dos 
factores, primos entre sí. Se tiene 

Y 0(dd)=y()=yp(a)p(a)= Y) Y 0(d)8(d2). (1) 
dia] da, az dy a] dadas 
Si se cumple la condición 2, a, $ 2 para todos los productos menores 
que a, entonces, para didz < a se tiene O (dida) = 8 (d,) O (da), y según 
la igualdad (1) resulta 0 (a,az) = 0 (a,) O (az), es decir, también se 
cumple la condición 2, a, $ 2 para todos los productos a,az que son 
iguales a a. Mas la condición 2, a, $ 2 se cumple para el único pro- 
ducto 1-1, igual a 1. Por consiguiente, ésta se cumple también para 
todos los productos. 
Il, a. Sea m> l; para cada Xy” dado que sea divisor de a, la ecuación 


z ; , a : 
indeterminada x,... Xm-1Xm= 4 admite Tm-1 (2) soluciones. Por esto, 
m 


a 
Tm (a) = > Tm-1 (5). 
xmma 


pero cuando Xp, recorre todos los divisores det número a, el número 


a ] 2 ES a 
— recorre en orden inverso los mismos divisores. Por consiguiente, 
m 
tm (a)= Y tm-1 (2). 
da 


Por lo tanto (pregunta 10, a), si el teorema subsiste para la función 
Tm-1 (a), entonces también subsiste para la función Tm (a). Pero el teorema 


es válido para la función t, (a) =1. Esto significa que el teorema siempre es 
válido. 


b. Si el teorema ii para la función Tm (p”), se tiene 
%= y Pl) A 
Tm+1 (p )= > Tm (p*) = s ¡EA (m_— 1) S 
s=0 s=0 


_(a+1) (042)... (um) 
1.2. ñ 


.. M 
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Por consiguiente, el teorema subsiste también para la función 


Tm+1 (p%). Pero el teorema es válido para la función Ta (p%) (evidente- 


a+1 
1 


c. Supongamos que 28==mez, 2,=21, y que a=py!... par es la 


mente, igual a )- Por lo tanto, siempre es válido. 


descomposición canónica del número a, donde py, ..., pa están dis- 
puestos en orden creciente. Para la función T¿ (a) =1 (a) se tiene 

t (a) <cutl at! a +1 

NS CATS 
Suponiendo, para simplificar los razonamientos, que e< 1, nos con- 
vencemos de que cada uno de los factores que figuran en el segundo 


ar-1+1 
%p.. 11 


E 1 
miembro es menor que a los factores que cumplen la. 


4 
condición r >>2"% son menores que 1. Por lo tanto, haciendo 
1 


- 


2 
C= (5) , hallamos 


e <C, lim ——< 


Si m > 2, evidentemente, se tiene T,, (a) < (rt (a)). Por ello 


lim ma 2) < lim ( ay =0. 


a-—>00 


d. Los sistemas de valores xy, ..., Xm que satisfacen a la desigualdad 
indicada los dividimos en [n] clases con los números de orden 1, 2, ... 
..., [n]. A la clase del número de orden a referimos los sistemas que 
cumplen la condición xj... Xm=a; la cantidad de sistema de -éstos es 
igual a Tm (a). 

12. Si R(s) >1, la serie que expresa £ (s) es absolutamente conver- 
gente. Por lo tanto 


Cam > 2 ar: 
ni=1 nm=1 


Además, para un n positivo dado, la cantidad de sistemas y, ..., fm 
que cumplen la condición ny... fm=n, es igual a Tm (1). 
10+* 
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1 


13, a. Si R(s)>1, el producto P = Il Te absolutamente 


PS 
S l 1 l 
convergente. Como ] a .., para N>2 se 
ara 
tiene : 
l 1 4 
nl LA > 2 ns? 
PSN 1 7 0<n<N 


donde en la segunda suma del segundo miembro n recorre solamente 
los números que son superiores a N. Pasando al límite para N > 00, 
en el primer miembro resulta P, en la primera suma del segundo 


miembro resulta [ (s), y en la segunda cero. 
b. Sea N >2. Suponiendo que no hay números primos distintos de 


Ps» ...» Ph, obtenemos (compárese con la solución de la pregunta a) 


k 
1 1 
Ml 
Como la serie armónica Ip GA . . . €s divergente, para N sufi- 


cientemente grande, esta desigualdad es imposible. 
c. Suponiendo que no hay números primos distintos de py, ..., Ph» 


obtenemos (pregunta a) 


h 1 y 
II =1(2). 


1 
j=í 1 
p3 


2 
Como el número ¿=$ es irracional, esta igualdad es impo- 


sible. 
14. Si R(s) > 1, el producto infinito para £ (s) de la pregunta 13, a 
es absolutamente convergente. Por lo tanto 


Ing (s) =D) A , 2). 
Pp 


donde p recorre todos los números primos. Derivando, hallamos 
00 


AO Inp  —Inp Inp a A(n) 
5 (5) Dia ps ES ; 


n=1 
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15. Sea N > 2. Aplitando el teorema c, $ 3, se tiene 


TI (1-5) = Y LaS a, 


PEN 


donde en la segunda suma del Sa miembro n recorre solamente 
los números que son mayores que N. Pasando al límite para N => oo 
se obtiene la identidad indicada. 
16, a. Apliquemos d, $ 3 al caso 


o A 11 E A 
Entonces, evidentemente, S' = 1. Por otra parte, S¿ representa el 
número de valores d que son múltiplos de d, es decir, es igual a [5] á 


b. a) El segundo miembro de la igualdad de la pregunta a expresa 
la suma de los valores de la función p (d), extentida a los puntos enteros 
(d, u) de la región d>0,0<u <%j. La parte de esta suma que co- 
rresponde a un u dado, es igual a M (5). 

$) La igualdad indicada se obtiene restando término a término las 
igualdades 


mmm (5) (Em (Z) + 1, 
2m (5) + om (3)+...=2. 


c. Supongamos que n, = [n); 6,, Ó2, ..., 6, se definen por la con- 
dición: 9, es el mayor entero cuya fésima potencia es un divisor de 
s, f, = 1. Entonces S” = Tin, Sg es igual a la cantidad de números, 


no superiores a n, que son múltiplos de d!, o sea, Sy = [5]. De aquí 
resulta la expresión indicada para T;¡n. 

2 
En particular, como £ (2) =% , para la cantidad T2,n de números 


que no son superiores a n y que no son divisibles por el cuadrado de un 
entero, superior a 1, se tiene 


Ta, n=¿n+40(Vñ). 


17, a. La igualdad indicada se obtiene de d, $ 3, haciendo 
0, = (Xs, a), =1(x%). 
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b. La igualdad indicada se obtiene de d, $ 3, haciendo 
e=(, 00, A, E=f(4,..., xf”). 
c. Aplicando d, $ 3 al caso 
0=84, 02, ..., Ox, 


rá)> re). (2). 


donde en la primera fila vienen escritos todos los divisores del número a, 


se tiene 
S'=F (a), Sa¿= Sy F (15) =0 (5) ; 
ni 
d. La igualdad indicada se deduce de 
Y ud) Y ud) Y) ud) 
p.=[2N81 poz ds [¿Nón 


18, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 
recorre los números 1, 2, ..., a y tomando f (x)=x". Entonces 


S'=%m (a), Sa=dm42mima.... + (5)" dnd (5). 
b. Se tiene - 


Y, (a) = > p (d) (+3) =>3P (a). 


da 
El mismo resultado se puede obtener más fácilmente. Escribamos los 
números de la sucesión 1, ...., a que son primos con a, primero en 


orden creciente y luego en orden decreciente. La suma de los términos 
de ambas sucesiones que equidistan del origen, es igual a a; la cantidad 
de términos de cada sucesión es igual a q (a). 

Cc. Se tiene 


a a ,a 
9» (9= ud (G+F+54)= 
da 
2 a 
=E 9(0+5(1—Ppp --- (1—pn). 
19, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 


recorre los números 1, 2, ..., [2] y tomando f (x) = 1. Entonces 
S' = Tz, S¿ es igual a la cantidad de números, no superiores a z, 


que son múltiplos de d, o sea, Sg = [5] É 
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b. Se tiene | 
T,= Dr (07+0(1(9)=% 9 (0)+0(a*). 
da 


c. Se deduce de la igualdad de la pregunta a. 
20. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 


recorre los números 1, 2, ..., N, donde N > a, y tomando =>. 
Entonces se obtiene 
” 1 1 p (d) 1 
20 A a A 
x<N da N da N 


(ie <= 
0<x< 4 0<x< d 


Pasando al límite para N —> 00 se obtiene la identidad indicada. 
21, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, b, considerando los 
sistemas de valores xj, Xz, ..., Xx indicados en la definición de pro- 


Y 


babilidad Py y tomando f (xi, X2, ..., Xp)=1. Entonces Pas 


Sa =[FI- y se tiene 
N 
2 iS ll ey d) a 1 
PE Yo (Y q). 


Por lo tanto 


Pr=(E (A+ O (6) A=37 sik>2, 


_1InN 


A= Ñ si k=2. 


b. Se tiene ca=E. 


22, a. Razonamientos elementales muestran que la cantidad de puntos 
enteros (u, v) que hay en la región ul + uv 'S< p?; p <0, es igual 
a np? + O (p). Apliquemos el teorema 17, b, considerando las coorde- 
nadas x, y de los puntos enteros de la región x? 4- y? S< r?, distintos 
del punto (0, 0), y haciendo f (x, y) = 1. Entonces T = S' + 1, Sg- 
es igual a la cantidad de puntos enteros que hay en la región u?+ uv S 
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2 
< (5) , sin contar el punto (0, 0). Por lo tanto 


sa=n 0 (7)- 
tr] [r] : 
T= Auro (a) rro 0ma 
E d=1 


b. Razonando igual que anteriormente, se obtiene 


fr] [7] 
4 3 ya 4nr3 
T= rozar (Da) zon 


23, a. La cantidad de divisores d de un número a=p31... py*, que no 
son divisibles por el cuadrado de un entero, superior a 1, y que tie- 


nen x divisores «primos, es igual a (2) ; en este caso p(d)=(—1%.- 


Por lo tanto 


Y n()= 3 ( ión 

da 
b. Supongamos que a Ai la misma forma que en la pregunta -a. 
Es suficiente considerar el caso m < k. Para la suma indicada se tie- 


nen dos expresiones 
Duo=(5)-(1)++o"(m)- 


2omllat)olata)+-0) 


Si m es par, entonces, ara'm cl la primera expresión es >>0, y para 
p 9 “Pp p 


m>+ la segunda expresión es >0. Si m es impar, entonces, para 


2 
sión es <0. 
c. La demostración es casi igual que en d, $, 3, pero teniendo en cuenta 
el resultado de la pregunta b. 
d. La demostración es casi igual que en las preguntas 17, a y 17, b. 
24. Supongamos que d recorre los divisores del número a. Q (d) denota 
la cantidad de divisores primos del número d, £ (a) = s. De acuerdo 


mot la primera expresión es < 0, y para m > la segunda expre- 
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a la indicación hecha en la pregunta, se tiene (suponemos que N es 
suficientemente grande) 


20,9,0<-D 410 ei 94] <1 


2d)<m 
N N 
Q(d)<m d Q(d) >m 


Luego hallamos 


1- N 
TS Y (3) susamctar LA 018), 


IL (3) 
=> Ti E =0 (A) 
Pg 


Finalmente, designando con las letras Cy y C2 unas constantes, se tiene 


. a (+++. +)” 
dl A z 
> 2 d 3 q > nl an 
n=m+1 Q(d)=n n=m+1 
8 
N Ci+inr yn 
<a 2 rr) 
n=m+1 
y —4In5 
y (7) <cFr om). 
El 


25. A todo divisor d, del número a, que cumple la condición d, < Va, 


le corresponde un divisor dz que cumple las condiciones d.> Va, 
did2=a. Ahora bien, yu (di) =p (da). Por lo tanto, 


2 Yu (d)=D) p (d)+ Du (d)= Y) 1 ()=0 
di di d2 da 


26. Los números d que no son divisibles por el cuadrado de un entero, 
superior a 1, y que satisfacen a la condición q (d) =k, los consideramos 
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a pares, de modo que en cada par figure un impar dí y un par 2djy. 


Se tiene a 
27. Sean Py, ..-, PR distintos números primos. Haciendo a= pj... Ph» 
se tiene 


(a) =(p—1)... (ph—1). 


Sin embargo, si no hubiese números primos, distintos de P4, ..., Phs 
se tendría q (a)=1. 
28, a. Los ae indicados se hallan entre los números só; 
s=1,L, uc. 5: Pero (só, a)=0 cuando, y sólo cuando, (s 5)= 1 
(e, $ 2, cap. 1). Por lo tanto, es justa la afirmación señalada en la 
pregunta, y se tiene 


a a e... na. A 
b, au) Sea a=py!... py" la descomposición canónica del número 4. 
En virtud de a, la función q (a) es multiplicativa, y se tiene 


= Y) 00 ni Y e man —=9 len: 
dx pos axprs—1 


fB) Para un entero m > 0 se tiene 


m= 2 p (d). 


Im 
Por lo tanto 


20=N 07 
dia 


29. Se tiene (p recorre todos los números primos) 


8 


Te 210) A 


ps p28 
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30. Se tiene 
P(D+9 (+... + (n)= 


= So ud) ls 3 10H +0(01nn)= 
d=1 


a s pto (inn) =n24-0 (n Inn). 


d=1 


Respuestas a las preguntas del capitulo HI 
1, a. De 
P=ap10"1+4ap.1107-2+... +41, 
observando que 10 == 1 (mód. 9), se tiene ' 
P = 4 + An-1+... +44 (mód. 9). 
Por consiguiente, P es un múltiplo de 3 cuando, y sólo cuando, la suma 
de las cifras que le representan es un múltiplo de 3; P es un múltiplo 
de 9 cuando, y sólo cuando, la suma indicada es un múltiplo de 9. 
Observando que 10 == —1 (mód. 11), se tiene 
Ps=e(q+ a+...) — (a+ 4+.. .) (mód. 11). 
Por lo tanto, P es un múltiplo de 11 cuando, y sólo cuando, la dife- 
rencia entre la suma de las cifras que ocupan lugares impares (con- 
tando desde la derecha) y la suma de las cifras que ocupan lugares 
pares, es un múltiplo de 11. 
b. De 
P=by100n-1-+ bp 1007-24... +by 
debido a que 100 == —1 (mód. 101), se tiene 
P=(b+5b3+ ...)— (b2+ b4+.. .) (mód. 101). 


Por consiguiente, P es un múltiplo de 101 cuando, y sólo cuando, 
(06, + b3+...)— (bo +Fbi+...) es un múltiplo de 101. 
Cc. De 

P=Cpl1 0007-1 + cp -110007-2+...+c54 
debido a que 1 000 = 1 (mód. 37), se tiene 

P=Cp + na +... + 1 (mód. 37). 
Por lo tanto, P es un múltiplo de 37 cuando, y sólo cuando, cn + 
+ Cra +... + ces un múltiplo de 37. 
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Como 1000 == —1 (mód. 7-11-13), se tiene 
P= (a+ 0374. .J—la+c+...) (mód. 7-11- 13). 


Por ello, P es un múltiplo de uno de los números 7, 11, 13 cuando, 
y sólo cuando, (4 +c3+...)—(02+04+...) es un múltiplo 

_ de este mismo número. 

2, a) Cuando x recorre el sistema completo de restos respecto del 
módulo m, ax + b también recorre el sistema completo; el resto míni- 
mo no negativo r del número ax + b recorre los valores 0, 1, ..., m—) 


- De aquí que 
E dl 
ax—+ r 
y (5) -Y htm». 
x r=0 
B) Aplicando el resultado de la pregunta 18, b, cap. 1, se obtiene 


z (E) AM Lom). 


3, a. Sea r el resto mínimo no negativo del número ax + [c] respecto 
del módulo m. Se tiene 


Eg), 


donde € < 0 (r) <e+h; e=(fcj. Si m<2h+1 el teorema es evidente. 
Por lo tanto, consideraremos sólo el caso en que m'>2h-+1. Haciendo 


(=> —==6 (, 


se tiene 4 << tz si r=m—[h+el, .... m—i; —< 


< 0 (1) sE en todos los demás casos. De aquí resulta que 


1 


—[A+el+8e < Ss AS <h+e, [s—3m|< hz. 


b. Se tiene 
Y jparyo 
E az (2)1 . 
iS Y l m ) ] 
z=0 


pr) =m(am+ 84 tz. 
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Apliquemos el teorema “de la pregunta a, haciendo h=|4|. Entonces 
se obtiene el resultado señalado. 


c. Se halla 
mt 
az , OBz , f(M+20) ¡ 
2 rama 


0<zZ%<m—i. 
Aplicamos el teorema de la pregunta a, haciendo A=1 + a Entonces 
se obtiene el resultado indicado. 
4. Desarrollemos A en fracción continua. Sea Q, = Q” el mayor de los 
denominadores de las fracciones reducidas, que no es superior a m. 
Se tiene (pregunta 4, b, cap. l) 


pe 0' , No 1 
Arto PM=L 101<1. 


De las desigualdades m < Qny1 < (Gn+1 + 1) Qn < CQn, donde C es 
una constante, a la cual no superan todos los números q¿+ 1, para 
el mayor entero H” que cumple la condición H'Q* <m se deduce 
que H' < C. Aplicando el teorema de la pregunta 3, b, se obtiene 


M4 H'Q'-1 A 
sy (A+ BS HQ lsze. 
x=M 


Sea m = m — H'Q”. Si m, > 0, entonces, eligiendo los números Q” 
y H"” en dependencia de my, del mismo modo que se eligieron antes 
los números Q” y H' en dependencia de m, se obtiene 


M¡+H"Q»-1 ; a 
Y juar [<ze, 
x—=M1 


donde aplicamos la notación M¿=Ms.¿+H(9Q(9, Sea m¿ =m,—H"Q”. 
Si mz > 0, entonces, de un modo semejante a lo anterior, se halla 
M>+H"Qu—i 
O 
x=Ma 
etc., hasta que se llegue a un mp=0. Entonces se obtiene 
(HQ YH +... + HQ =m) 
M+m-i 3 
y (4:48) m|< >C*. 


x=M 


3 
< gl 
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Los números Q”, Q”, ..., Q(í) satisfacen a las condiciones 
m>Q>m>0Q">m>... > Ma >0P>1. 
De aquí que (pregunta 3, cap. 1) k= O (In m) y, por consiguiente, 
la fórmula indicada en la pregunta es cierta. 
5, a. Designemos con S la suma que figura en el primer miembro. 
1 


Sea 1= A3. Para Y < 40 el teorema es evidente. Por lo tanto, supo- 
nemos que 1 > 40. Tomando M, = [Q + 1], hallamos unos números 
as, ti, 0,4 que cumplan las condiciones 


0 
me? 0<ms<w (a m)=l, 101<1. 


Í ¿ MO) => 
Tomando M,=Mi+my, del mismo modo hallamos los números az, Mz, 
0: tomando Mz¿= M2 + ma, hallamos los números az, Mz, 83; continuamos 
así hasta que se llegue a Ms+1=Ms+mg con la condición 0<SI[RI— 


—Mss1 < [rt]. ia el teorema de la pregunta 3, cc, se obtiene 


S-+ (m4 + ma... Ems + 1RI41— Ms) |< 


R+3 
<< EE 4 RIA Mo) 
k+3 
[RO |< EE. 
La longitud del intervalo, cab el cual 
a , 
Le <P (0) > > 


; 2A Sue : 2. a 
no es superior a +. Por consiguiente, con una misma fracción mi 


a 24 , 
están ligados <a Fl números My, Mz, ..., Mg. Sean ay y az el 
valor mínimo y máximo de a que corresponden a un m dado. 
Se tiene 
da—4q_2_ k(R—Q) , 
m mts A ; 


R(R—Q)m 
A 


a—q +1 < +1,05. 


Por consiguiente, con el m dado están ligados 


<(H+1) (LEPE 41,05) - 
RO (Ly) (2441) nos 


T m?2r 
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Números My, Ma, ..., Mz Sumando la última expresión respecto de 
todos los m=1, 2, ..., [7], se obtiene 


PLE, 24 , 104 


2101424 +3 1,05 < 


<ER-0 441.4, 


|s—3 (R— o <A EE in py on 


b, Se tiene 
| Y 0041-93 (R— Ml 
Q<x<R 
y Ha) (R— —Q)|< 
Q<x<R 


de donde, haciendo Ó (x) =(f (x) +1—o0) —4f (x)), hallamos 

le 2 0) |<2A. 
Mas, si (f(x) <o se e iz y si (f(x) >0 se tiene 
Ó (x)=-—o. Por lo tanto, |(1—o0) y (0) —o (R—Q—y (0)) | < 24, de 


donde se obtiene la fórmula indicada. 
6, a. Apliquemos la fórmula de la pregunta 1, c, cap. 1. Haciendo 


(o) = Y 12—x2, en el intervalo 0 <x < 7] se tiene 


/ E Xx ” e —r? 1 ” Vv8 
Í E rs AR y Sl! A 
(2x2) 
Por lo tanto ES 8, a, cap. Il, pregunta 5, a) 


———» 


7 
T=4r+8 ! Vr2—x% dx +8p | — 
E 
2 5 
+8 E pro Inr)=42 +40 (r? In r). 
b. Se tiene E ña d y 1, d, cap. Il) 


(Mire... +rm=2 D [4]-tvar. 


0<xa<Vn 


sil” 


) 780 (0):r 4 


y2 y? 
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Es suficiente considerar solamente el caso n>>64. Dividamos el intervalo 
1 


X<x< Y/n, donde X= 2n3, en O (Inn) intervalos de la forma 
M<x< M', donde M' <2M. Haciendo [=2, en el intervalo 
M<x=<M' se tiene 


Pu=— F=: 


6 <P < <i> 


De aquí que (pregunta 5, a) 
1 
n Lo 3 
y (5 => (MW —M) +0 (= nn), 


M<xsM' 


1 
nl_1d/7- 3 
>> E =3 Vn40 (- (Inn)2) ; 
0<x< Yn 
Por otra parte (pregunta 8, b, cap. 1) 


y 2 =En4ninn+p(Va) Va+-0(1. 
0<x< Va 
Por lo tanto 


T(1)+7 (+... +7(1)=2En+n Inn+2p (Y n) Vn— 
1 
—Vn—n-+2 vatva+oln (In sa) =n (Inn+2E—1)+ 
1 
+0 (3 (in 28) , 


7. Supongamos que el sistema es irregular y sea s el mayor número 
entero que cumple la condición de que 2s figura en una cantidad impar 
de números del sistema. Uno de estos últimos números lo sustituimos 
por otro menor, que contenga solamente aquellas potencias 2% que 
figuran en una cantidad impar de números del sistema restante. 

Supongamos que el sistema es regular. Un número, que sea menor que 
alguno de los números T de este sistema, se diferencia de T al menos 
en una cifra en el sistema de numeración de base 2. 

8, a. Agregando el número H = 38R 4 3N1 + ...+3-+1a sacada 
uno de los números, representados del modo indicado, se obtienen 
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los números que se pueden obtener si en la misma forma Xn, Xn1 .-.. 
. -, X1, Xp recorren los valores 0, 1, 2, o sea, se obtienen todos los 

números 0, 1, ..., 2H. 

b. Del modo indicado se obtienen mm .. . mz números que no son 

congruentes entre sí respecto del módulo m,mz . .. mz, puesto que de 


Xy | M4%2 4 MiMoX3 HH MM... Mp 4Xp = 
= Xx + Mix + Mimo +... | MM... Mg_4X; (mód. mymz ... Mp ) 
se halla sucesivamente_ 
x1 = xi (mód. mi), x¡=xX]; Myx¿ = Myxg (mód. MM), X2=Xg; 
M4MoX3 = MyM9X; (mód. m;imomgy), X3=X3» 
etc. 


9, a. Del modo indicado se obtienen mym, ... Mp números que no san 
congruentes respecto del módulo mm ... mx, puesto que de 


Mix + Max +... + Mnxp = 
= Mix +Mox+... + Max; (mód. mymz ... mp) 
resultaría que (todo Mj, distinto de Ms, es un múltiplo de mm) 
M5xXs = Max; (mód. Mg),  xg= x¿(MÓód. M5),  x¿=X4. 


b. Del modo indicado se obtienen q (m,) q (ma) ... 9 (ma) = 
= Q (mm ... mp) números, los cuales, en virtud del teorema de 
la pregunta a, no son congruentes respecto del módulo mm ... My, 
y como (Mix; + Moxa +... + MpXp, M2) = (M¿%,, mi) = 1, 
son primos con mjyMa ... Mp. 

c. Según el teorema de la pregunta a, el número Myx1 + Mzxa +... 
. . «+ MXxp, donde xi, X2, - » -» Xp reccorren los sistemas completos 
de restos respecto de los módulos m,, M2, .. ., my, recorre el sistema 


completo de restos respecto del módulo mm .. . mz. Este número 
es primo con m,mz ... mp, cuando, y sólo cuando, (x,, ms) = 
= (xa, M2) =... = (Xz, Mx) = 1. De aquí que q (m,maz ... ma) = 
= q (m;,) p (mo) ... p (ma). 

d. Para obtener todos los números-de la sucesión 1, 2, .. . p“ que son 
primos con p%, se deben borrar los números de esta sucesión que son 
múltiplos de p, es decir, los números p, 2p, .. ., pa-*p. Por lo tanto, 


q (pa) = pa — pa-1. De aquí y del teorema c, $ 4, cap. 1 se deduce 
inmediatamente la expresión para q (a). 
10, a. La primera afirmación se deduce de 


Fo] o 


m 
11— 1030 
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la segunda se deduce de 
$1 En Mibi+.. 11 Ends 
EI ) 


b. Las pea 


fi(X1 ..., w) fríXh» -... Wa) 
(e > A E ) 


coinciden con las fracciones 
ft (Myx, + ... + Mhxh» ..., M2 + .. . + Mar 


ma Hb 
+4 (Mat... +MpXps ..., Mi +... + Mapu) 
Ma 


o sea, con las fracciones (pe De. 4 nt 2) ¡CARTER ZW. De 


aquí se obtiene fácilmente la primera afirmación. La E se demuestra 
de un modo análogo. 
11, a. Si a es un múltiplo de m, se tiene 


Ye Ay as 


Si a no es divisible por m, se tiene 


b. Para a no entero, el primer miembro es sl a 
¿¿HiaMHP)__ a 
1 


Pata sena O! sata) <a e) 


c. Según el teorema de la pregunta b, el primer miembro no es superior 
a Tm, donde 


Pero si m es impar 


Tm < m > n=] =minm. 
0<a< 7 
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m 1 
Tm< 3 ni+3 Ss nz; <minm. 


Como ht para m> 6 la cota m in m se puede disminuir en 


2 Y nat = In (2[]+1). 


0<a<= 6 


La última expresión es >+ si m> 12 y es >m si m> 60, 
12, a. Supongamos que m= PO... PER es la descomposición canónica 


del número m. Haciendo paur=my, ..., PRA = Ma, y conservando las 
notaciones de la pregunta 10, a, se tiene 
¡El 24 A 2 E 


Ne” e *k -e La 
Sl R 


Pero, si 4¿=1, se obtiene 


271 He 2 
b e t= S e 8]=-—] 
$. *s 
Si as > 1, haciendo m,¿=pgn;, se obtiene 


y Aye CA Y e 3=0. 
8 


x 


m—t 

b. Sea m entero, m> 1. Se tiene 3) e "m0. La suma de los 
x=0 

términos del primer miembro de esta igualdad que cumplen la condi- 


ción (x, m)=d, es igual a (5) , en virtud del teorema de la pre- 


gunta a. 
c. Obtenemos E 


As mm = ¿QA0Sa 
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donde, haciendo m= myd, se tiene 

meo—1 u 

Sa= di em. 

u=0 
Esta suma es igual a 0 si d<me igual a 1 si d=m. De aquí resulta 
el teorema de la pregunta a. 
d. Las igualdades se deducen de la pregunta (O, b. 
e. Se tiene 

A(mi)...A (mp) =m 7 Dd óá S Say, mo... San, mp 

al Cr 
donde ay, ..., az recorren los sistemas reducidos de restos respecto 
de los módulos my, ..., mx. De aquí (pregunta d) se deduce inmedia- 
tamente la primera igualdad de la pregunta. La segunda igualdad 
se demuestra de un modo análogo. 
13, a. Se tiene 


pi 2 El p, si n es múltiplo de p, 
y) e — 1 0 en caso contrario. 
x=0 
b. Desarrollando el producto que corresponde a un n dado resulta 
d—1 
d 2x1i d 
PA. 
dia x=0 


De aquí, sumando respecto de todos los n= 0, 1, ..., a—l, se 
obtiene la expresión conocida para q (a). 

14. La parte de la expresión del segundo miembro que corresponde 
a un valor de x que es divisor de a, es igual a 1; la parte que correspon- 
de a un valor de x que no es divisor de a, es igual a 0. De aquí que la 
expresión en cuestión es igual al doble del número de divisores de a, 


menores que Va, más Ó, es decir, es igual a 7 (a). 
15, a. Se tiene 
(h1+h2) P= 
=2+(7) i++ (,21) hihz— 14h = HP +hB (mód. p); 


(hy + h3+ ha)? = (hi + he)? +45 = +3 +h3 (mód. p), etc. 

b. Haciendo h¿=ha3=...=h¿=1, del teorema de la pregunta a 

se obtiene el teorema de Fermat. 

c. Sea (a, p)=1. Para ciertos enteros Ny, Na, ..., Na, se tiene 
ar-0=1-4+N5p, aPP-D= (14 Nip) =14Nep?, 
PPD NOS, ARO 14 NP, 

a? (Pa) = 1 (mód. p”). 
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Sea m=p>l Da pp* la descomposición canónica del número m. Se tiene 


A p (97h) a 
a? PD = 1 (mód. p2),..., a * =l(mód. pr”) 


a9 (7) =1 (mód. p%),..., a9 (7 =1 (mód. pp"), 
av (M) = 1 (mód. m). 


Respuestas a las preguntas del capitulo IV 


1, a. El teorema se deduce inmediatamente del teorema de la pre- 
unta 11, a, cap. Mi. 

. Sea d un divisor del número m, m=myd, Hg denota la suma de los 
términos que cumplen la condición (a, m)=d en la expresión para Tm 
de la pregunta a. Se obtiene 


m-—i1 m-—íi 23 Sof (%, -...w) 


H¿=)>)) y PE > e me 


do x=0 w=0 


donde ay recorre el sistema reducido de restos respecto del. módulo mp. 
De aquí se deduce que 


af 
mo—1 mui as o! (xo... .Wo) 


Hi=t Y YN. Y) € mo =m"A(mp). 
do x9=0 wp=0 
c. Supongamos que m > 0, (a, m)=d, a=ayd, m=mpd, T es la can- 
tidad de soluciones de la congruencia ax =b (mód. m). Se tiene 


m—-1m-1 92020) m-1m-1 2 220 q oq e 


Mr 
a=0 x=0 a=0 x=0 
dt —2mi Lol f md, si b es múltiplo de d, 
Ei » d “A, 0 en caso contrario. 
aj=N/ 
d. Haciendo (a, m)= da, , (b, di) =da, ... (É, dy-1) =d>», m=d¡my» 
d¡=deama, ..., dy-¡ =d,m;,, hallamos d=d,, 


m— 1 m—1 m-1 m—i 27% (ax+by+...+f0+48) 
Tm= > e Ss ... Ss e m = 
a=0 x=0 y=0 w=8U 
di-1m-1 m—i 2 A 0Y+-. -+Hfw-+8) 
dí 


28 
Ea A, _¿(10+8) di oi 


=mr-1 y y e ds =m?' > e Pr. 
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e. Apliquemos el método de inducción. Conservando las notaciones 
de la pregunta d, supongamos que el teorema es válido para r variables. 
Consideremos la congruencia 

, lo+ ax+...+fu+gm0 (mód. m). (2) 
Sea (1, m) = do. La condición para que sea posible la congruencia (2), 
es ax+... + f0+gm0 (mód. do). La última congruencia es 
posible solamente si g es múltiplo de d”, donde d' = (a, ...., f, do) = 


= (l, a, ..., f, m); en este caso, ésta admite d5”*d' soluciones. Por 
consiguiente, “la congruencia (2) es posible solamente en el caso en que g 


es múltiplo de d'; entonces, ésta admite dd" (==) dy = mYd' solucio- 
nes. Por lo tanto, el teorema también es válido para r +- 1 varia- 
bles. Pero el teorema subsiste para una variable. Esto significa que 
éste siempre es válido. 

2, a. Se tiene a9 (m) ma ! (mód. m), a-ba? (m)-1 mm b (mód. m). 

b. Se tiene 


y fo—D)...(p-a+1D _ 
e Mod ios 100 1-2...4 > 


= b.1-2... (1—a) (mód. p), 
de donde, dividiendo término a término por 1-2... (a—1), se obtiene 
el teorema indicado. 


c. a) Evidentemente, es suficiente limitarnos al caso (2, b)=1. Eli- 
giendo el signo de un modo adecuado, se tiene b + m=0(mód. 4). 


Sea 2% la máxima potencia de 2 que divide a b+ m. Si 9 >k, se tiene 
b 5 m 
(mód. 1). 


x= 

Si 6 < k, se tiene 
2-8, = paa mód. m). 
A ) 


Con esta congruencia repetimos una operación análoga, etc. 

B) Suponemos que (3, b)=1. Eligiendo el signo de un modo adecuado, 
se tiene b + m=0 (mód. 3). Sea 3% la máxima potencia de 3 que divide a 
b3m. Si 8 >k, se tiene 


a b3-m 


(mód. m). 


Si 6 < k, se tiene 


se 4 (mód. m). 
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Con esta congruencia repetimos una operación análoga, etc. 
y) Sea p un divisor primo de a. Hallemos t de la condición b+4+-mt =0 


(mód. p). Sea p* la máxima potencia de p que divide a (a, b4-mt), y sea 
a=ajp?. Se tiene 
b+mt 
A 


ax = (mód. m). 
Si aj > 1, repetimos una operación análoga con esta nueva congruen- 
cia, etc. 
El método indicado es cómodo en el caso en que el número a posea 
factores primos no muy grandes. 
3. Haciendo t=[r], escribimos las congruencias 
a-0 =0 (mód. mm), 
a-1 = yy (mód. m), 
a»t = y; (mód. m), 
a+-0 = m (mód. m). 


Colocando estas congruencias en orden de crecimiento de sus segundos 
miembros (compárese con la pregunta 4, a, cap. MI) y restando término 
a término cada congruencia (a excepción de la última) de la que le 
sigue, se obtienen f + 1 congruencias de la forma az == u (mód. m); 


. ña m 
0<|2| <r. En este caso, al menos en una congruencia será 0<u< =* 


En efecto, u admite t + 1 > T valores, estos valores son positivos, 
y su suma es igual a m. 

4, a, a) Se deduce de la definición de fracción simbólica. 

f) Aquí se puede hacer by=b-+mt, donde t se define por la condición 
b-+-mt = 0 (mód. a); entonces, satisface a la congruencia ax=b el 


número entero, representado por la fracción ordinaria =. 
y) Se tiene y es un múltiplo de a, dy es un múltiplo de c) 


A AC 
HE. 


0) Se tiene 


o y ms A cra Y E rm. A Sr, 


b, a) Se tiene (las congruencias se toman respecto del módulo p) 


LA eL . (p—a) A q 
a a ")= a =s O (Ms. 
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La pregunta 2, b se resuelve más fácilmente así: 


b _ b(—I=1(p—1)...(p—(a—-D), ., 
a eya Mp 
B) Se tiene 
22-2_,, p—1 , (o—1)(p—2) 
r = Es TE CURSEN TO ES DES E 


eo) (p—2) ... (p—(p—2)) 

a e TER AS (mód. p). 
5, a. Entre los números s, s+- 1, ..., s + n — 1, ningún par puede 
tener simultáneamente divisores comunes con d. Los productos 
s(s+ 1)...(s+ n— 1) pueden ser reunidos en nx clases según 
la cantidad de modos con que el número d pueda dividirse en n factores 
primos entre sí, teniendo en cuenta el orden de estos últimos (pre- 
gunta 11, b, cap. 11). Sea d = uyuz ... un una de tales divisiones. 
La cantidad de productos con la condición s == 0 ió ul), s+ 1 


=0 (mód. uz), ..., shn—1==0 (mód. u,) es igual a 5 Por lo tanto, 


, a a 
el número buscado es igual a nx d 


b. El número indicado es igual a 


*a 


n 
Y (ds s=%, 
dana 
donde x es igual a la cantidad de divisores primos del número d. 


Pero, se tiene 
Pi Pa Pr 


Ye 

dia 
6, a. Todos los valores de x que satisfacen a la primera congruencia 
vienen dados por la igualdad x = b, + mit, donde t es entero. Para 
elegir entre éstos aquellos que satisfacen también a la segunda congruen- 
cia, hay que limitarse solamente a aquellos valores de t que satisfacen 
a la congruencia 


mi = ba > bs (mód. ma). 


Pero esta congruencia es resoluble cuando, y sólo cuando, ba — b, 
es múltiplo de d. Además, cuando ésta es resoluble, el conjunto de 
valores t Po la satisfacen se determina por una igualdad de la forma 


t= te +4 3 £', donde £' es entero; el conjunto de valores x que satisface 
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al sistema considerado en la pregunta se determina por la igualdad 
m2 , 
x=b, + my (10+ 1) =Xx1,2 + my, al”; 


x1,2=b1+4 mato. 
b. Si el sistema 


x = bi (mód. my), x= bz (mód. m)) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x == X1,2 (mód. mi,,2). Si el sistema 


x==X,2 (mód. m,,2), x= b3 (mód. m3) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x == X,,2,3 (mód. my,2,3). Si el sistema 
x == X1,2,3 (mód. myj,2,3), x == bi (mód. mi) - 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 


una congruencia de la forma x == X1,2,3,4 (mód. m4,2,3,4), ete. 
7,0) Al sustituir x por — x (en virtud de lo cual x” se sustituye 


, 


por —x”) el valor de la suma (22) no varía. 


$) Cuando x recorre el sistema reducido de restos respecto del módu- 
lo m, x” también recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo m. 
y) Haciendo x = hz (mód. m), resulta 

E NN al dh.) 
m m 


z 
9) Se tiene 
294 Uma tazmy+max' my” 


a, 1 aa, 1 mima 
(22) (221) 22 e ( 
Haciendo max” + myy! =2', se dicdd 
(aym2x + a2myy) (max' + myy”) = aqm3 4 azmi (mód. mym,), 
(+ 1 ) (E ] )=( mia, + mias, 1 ) 
A A AAA 


my ma M4Ma . 
lo cual demuestra la propiedad indicada para el caso de dos factores. 
La generalización para el caso de más de dos factores es trivial. 
8. La congruencia 


ay? + ax] o. + Ap — O (x — xy) — x2) ... (x— Xp) == 
== 0 (mód. p) 
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admite n soluciones. Su grado es inferior a n. Por consiguiente, todos 
sus coeficientes son múltiplos de p, lo cual se expresa mediante las 
congruencias indicadas en la pregunta. 

9, a. Si p > 3, para cada x tomado de la sucesión 2, 3, ..., p — 2, 
hallamos en esta sucesión un número correspondiente x”, distinto del 
mismo x, que cumple la condición xx' == 1 (mód. p); en efecto, si 
fuese x = x' resultaría que (x — 1)(x + 1) ==. 0 (mód. p); x=. 1 
o x m= p — 1. Por consiguiente, 

2-3... (p — 2) 1 (mód. p); 1-2... (p —1)= -—1 (mód p). 


b. Sea P > 2. Suponiendo que P posee un divisor u que cumple la 
condición | <u<P, se tendría que 1-2... (P—1)+ 1 
=1 (mód. u). 

10. a. Halla mos un número h que cumpla la condición agh==1 (mód. m). 
La congruencia dada equivale a la que sigue: 


xB + ajhxa1+ ... + nh am 0 (mód. m). 


b. Sea Q (x) el cociente y R (x) el residuo de la división de xP — x 
por f (x). Todos los coeficientes de Q (x) y R (x) son enteros. Q (x) es 
de grado p — n, R (x) es de grado inferior a n, 

xP —x=f(x) Q (2) + R (x). 
Supongamos que la congruencia f (x) 0 (mód. p) posee n soluciones. 
Estas mismas soluciones son también soluciones de la congruencia 
R (x) == 0 (mód. p). Por lo tanto, todos los coeficientes de R (x) son 
múltiplos de p. 
Recíprocamente, supongamos que todos los coeficientes de R (x) son 
múltiplos de p. Entonces f (x) Q (x) es múltiplo de p para los mismos 
valores de x que xP — x; por lo tanto, la suma de los números de solu- 
ciones de las congruencias 


f (x) == 0 (mód. p),  Q (x) == 0 (mód. p) 


no es menor que p. Supongamos que la primera admite a soluciones 
y la segunda f soluciones. De 

a <a, B<p—n, p<aw+ B 
deducimos que a = 1, $ =p—Rr. 
c. Elevando término a término la congruencia dada a la potencia 
ud —, nos convencemos de que la condición indicada es necesaria 


Supongamos que se cumple esta condición; de 


du is 1) 
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se deduce que el residuo de la división de xP—x por xN—A es igual 


La a 
a (a > is donde A ” -—1 es múltiplo de p. 
11.Dex? =A (mód. m), y” =l (mód. m) se deduce que (Xpy)t = 
== A(mód. m); ahora bien, los productos xgy que corresponden a valores 
de y incongruentes (respecto del módulo m), son incongruentes. 
De xP =A (mód. m), xr = A (mód. m) se deduce que xn = x” (mód. m) y, 
determinando y de la condición x = yxp (mód. m), se tiene 
yn =1 (mód. m). 


Respuestas a las preguntas del capitulo V 
1. La congruencia indicada es equivalente a la siguiente: (2ax + b)? == 


ss b* — 4ac (mód. m). Para cada solución z == zo (mód. m) de la con- 
gruencia 23==b* — 4ac (mód. m) hallamos de 2ax + bu= 2, (mód. m) 
una solución correspondiente de la congruencia indicada. 

2, a. Si (5) —=1, se tiene a2m+1 = 1 (mód. p), (am*1)2 = a (mód. p), 
x= +amtl (mód. p). 

b. Si (5) -» se tiene atm+2 =1 (mód. p), azm+l = +1 (mód. p), 
azmt? = + a(mód. p). 

Como (5)=-» también se tiene 24m+2 =-—] (mód. p). Por lo 
tanto, para un s que toma uno de los valores 0; 1, resulta 

a2m+2 94m+D3 = q (mód. Pp, x= + amtl 2(2m+D8 (mód. p). 


c. Sea p==2Rh-- 1, donde k> 3 y Á es impar, (5) = 1. Se tiene 
Rk= e 
a2 =1 (méd. p), a = 41 (mód. p), 


k= 
N2%*h =-—1 (mód. p) 


Por consiguiente, para cierto entero no negativo sa, se obtiene 
h-3 h-1 h- h-2 
al hys2? = 1(mód. p) a? ?p22%*= 41 (mód. p); 
de aquí, para cierto entero negativo sz, se obtiene 
R-3 R-2 h- R- 
a? hyss2?2 1 (méd. p), al “Nt2"* = +1 (mód. p), 


etc.; finalmente, se obtiene 
h+1 
ahN2sk =1 (mód. p) x==w+a * Nk (mód. p). 
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d. Se tiene 
1-2... 2m er RÁ .  (p—2) Neta El = 0 (mód. p), 
2m)2 4-1 =0 (mód. p). 

3,a. Las a E “resolubilidad de las congruencias (1) y Q) se 
deducen trivialmente (f, $ 2 y k, $ 2). La congruencia (3) es resoluble 
, —3Yy_ —3Y_ (Pp 
cuando, y sólo cuando, (35) =1. Pero ( z )= (5) y 

(5)=1 1, si p es de la forma 6m-+-1, 


3 —1, si p es de la forma 6m-+5. 
b. Cualesquiera que sean los primos distintos Pi, Pa. ..... Pr 
de la forma 4m-+ 1, el divisor primo mínimo p del número 
(2piP2 ... prpY?+1 es distinto de Pi, Pa, .... Ph Y, como 


(2P,P3 ... PY? + 1m0 (mód. p) es de la forma 4m-+ 1. 
c. Cualesquiera que sean los primos distintos Ps, Pz, ....» Pr 
de la forma 6m-+ 1, el divisor primo mínimo p del número 
(2p1Pa . . . Pp) + 3 es distinto de Py,P2, . . .. Ph Y, como (2psPa Sas 
Pr)? + 3 mu 0 (mód. p), es de la forma 6m + 1. 

4. En el primer conjunto hay números que son congruentes con 


LL 5 pr, o sea, con todos los restos cuadráticos del 


sistema completo; según la condición, un número que pertenece al 

segundo conjunto es un no-resto cuadrático. Pero al segundo conjunto 

pertenecen todos los productos de este no-resto por todos los restos, 

es decir, pertenecen todos los no-restos cuadráticos. 

5, a. Supongamos que en el estena de numeración de base p 
a=00-1p +... +014p-+a9 

y que la solución buscada (el resto mínimo no negativo) es 


=p ib... Y x9p +20» (1) 


Formemos la tabla: 


Q a-1 ... 3 Az 149) as 9 
2X0%.-1 saña 2x0X4 2x9X3 2x0X2 2x9Xx1 x3 
2X1X2.-2 .pe 2x,x3 2x,X2 xi 


2X2Xg-3 ... x3 
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donde en la columna bajo a, figuran los números cuya suma engendra 
el coeficiente de ps en el desarrollo del cuadrado del segundo miembro 
(1) según las potencias de p. Hallamos xp de la condición 

x3 = ay (mód. p). 


3 
, — a 
Haciendo -29:—%0 = pj, Obtenemos xj de la condición 


p14+2xpx1 = a4 (mód. p). 
PH 2x0x14—44 
p 


Haciendo Pa, Obtenemos xz de la condición 


p2+2xpx2 + xi = az (mód. p), 


etc. Como (xp, p)=1, para el número xy dado, los números xq, Xz, .. 
..) Xg-4 se determinan uníivocamente. 


b. Aquí 


a=4g4 1213... 44323409224 a12 +40, 
X=Xg 291 +... + x322 4 x2228 +4 x12 +4 Xg0 


y se tiene la tabla siguiente: 


Ca-1 ... 44 d3 da a1 0 
X0Xg-2 ... X0%3 X0X2 XoX1 xi 
X1Xa-3 _ X1X2 x1 
XoX, x 

q-4 3 


Consideremos solamente el caso 4 > 3. Como (a, 2) = 1, tiene que 
ser necesariamente a) = 1. Por lo tanto, xy = 1. Luego tiene 
que ser necesariamente a, = 0 y, como x4+x3=x+4%2P. 
=0 (mód. 2), tiene que ser necesariamente a2=0. Para x, son posibles 
dos valores: O y 1. Los números Xa, X3, . - -, Xa-2 Se determinan 


unívocamente, y para xg., son posibles dos valores: 0 y 1. Por lo 
tanto, si a > 3 tiene que ser necesariamente a == 1 (mód. 8), y enton- 


ces la congruencia indicada admite 4 soluciones. 
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6. Evidentemente, P y Q son enteros, y Q es congruente respecto del 
módulo p con el número que se obtiene al sustituir a por 2?, para lo cual 


es suficiente sustituir Y a por z. Por lo tanto, Q me 290-1204 (mód. p); 
por consiguiente, (Q, p) = 1 y Q” verdaderamente se puede determinar 
de la congruencia QQ' ua 1 (mód. p“). Se tiene 
Pr—aR=(24 Ya) (2- Ya)? =(22—a)* = 0 (mód. p”), 
de donde 
(PQ? = a (QQ)? = a (mód. p”). 


7. Sea m=2%pR ..., Pr la descomposición canónica del número m. 


Entonces m se expresa de 2% maneras en la forma m=2%ab, donde 
(a, b)=1. 
Supongamos que a = 0. De (x — 1)(x + 1) me 0 (mód. m) se deduce 
que para ciertos a y b. 

x wm 1 (mód. a), xwmw-—1 (mód. b). 
Resolviendo este sistema se obtiene x mm xy (mód. m). Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 2* soluciones. 
Supongamos que a = 1. Para ciertos a y b 

x ww 1 (mód. 2a);  x me —1 (mód. 2b). 
Resolviendo este sistema se obtiene x wwe xy (mód. m). Por lo tanto, 


la congruencia indicada tiene 2* soluciones. 
Supongamos que a == 2. Para ciertos a y b 


x ms 1 (mód. 2a);  x um —1 (mód. 2b). 


Resolviendo este sistema se obtiene x = xp (móa. 5) . Por lo tanto, 


la congruencia indicada tiene 2*+1 soluciones. 
Supongamos que a >3. Para ciertos a y b tiene que verificarse uno 
de los sistemas 

_x==1 (mód. 2a); =-—1 (mód. 297 1b); 


=1 (mód. 2% 1a); =-—1 (mód. 26). 


m 
Resolviendo uno de estos sistemas se obtiene x = xy (mod) . Por lo tan- 


to, la congruencia indicada tiene 2*+2 soluciones. 
8, a. Determinando x de la congruencia xx” = 1 (mód. p), se tiene 
p-1 : p-t p-1 
y ( x(x+Rk) ) pl > (xx" (xx" +Rkx") )-=3 ( 1+4kx" ) , 
p Pp Pp 
Xzx il x=1 


xi 
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Evidentemente, 1-+4x” recorre todos los restos del sistema completo, 
a excepción de 1. De aquí se deduce el teorema indicado. 


b. La igualdad en cuestión se deduce de la igualdad 


+2 (ur) (om(E51)) - 
E (e (5) mE) enfe 2)). 


Cc. Supongamos que Ú denota la cantidad de valores de y que son igua- 
les a cero (por consiguiente, 8=0 ó pa e tiene 


s2 <x2 Unas De y (“tocata 


Ahora hallamos o 
Sy, y=P» si yy =y=0; 


Sy, y =0, si solamente uno de los números ys e y es igual a cero; 
So, y =P =p (42 ) » siyi=y>0; 


Su. y (22) en los demás casos. 
Por lo tanto, 


e<x(m+ror—9-(3 (2))) <xv». 


d. a) Se tiene 
GS tata 
4 x+4 24) (XF-2 
s= >» s > ( p ) 5 
x=0 21==0 z=0 
Para 2¿=2, la sumación respecto de x da p—1. Para z, distinto de 2, 
la sumación respecto de x (pregunta a) da —1. Por lo tanto, S= 
=pQ—Q2. 
B) Según el teorema de la pregunta a), se tiene 
T(Q0:5+0-5h2 <s<pQ;  T<pQ7*. 


y) Si p < 5, el teorema es trivial. Si p > 5, aplicamos el teorema de la 
pregunta a). Suponiendo que en la sucesión indicada en la pregunta 
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no hay no-restos cuadráticos, llegamos a la conclusión que Sy = Q. 
para x=M, M+1,.... M+Q. Por lo tanto  (Q% + 2Q 
y Q + 2Q + 1 no son iguales a p, puesto que son compuestos), halla» 
mos 


lo cual es oa 
9, a. Si m se expresa en la forma (1), la solución 


z == 2q (mód. m) (5) 


de la congruencia x == zy (mód. m) también es solución de la congruen- 
cia (2). Diremos que la expresión indicada está ligada con la solución 
(5) dela congruencia (2). 
Con cada solución (5) de la congruencia (2) está ligada no menos de 
una expresión (1). En efecto, tomando 1=Vm, se tiene 

20 


P : 7 
EVE (P,Q)=1,0<0<Vm, |0]|<1. 


Por lo tanto, 2Q =mP-+r, donde |r|< Y/m. Luego, de (2) se deduce 
que |r |24+-Q2=0 (mód. m). De aquí y de 0'< | r [24-Q2< 2m se obtiene 


m=|r|2+Q2. (6) 
Ahora bien, (|r|, Q)=1, puesto que 


2-12 En Q= 2 
¡24482 (200—mP)200—rmP+08 (mód. Q). 
m m 
Si|r|=r, r=z0Q (mód. m), la expresión (6) está ligada con la 
solución (5). Si |r|= —r, como z23Q =2pr (mód. m), Q = 


=20 |ri(mód. m), la expresión m=Q3+ |r]? está ligada con la solución (5). 
Con cada solución (5) está ligada no más de una expresión (1). En 
efecto, si dos EprionE del número m en la forma (1), m = x? + y? 
y m= xP + yl, están ligadas con una solución: (5), entonces, de 
x == z0y (mód. m), x, == 204, (mód. m) se deduce que xy, = x,y (mód. m). 
Por lo tanto, xy = x1Yy, y como (x, y) = (%1, yi) = I, resulta que 
x= Xy, Y = Y1- 
b. Si p se expresa en la forma (3), la solución 

z == zp (mód. p) (7) 
de la congruencia x == zy (mód. p) también es solución de la congruen- 


cia (4). Diremos que la expresión indicada está ligada con la solución 
(7) de la congruencia (4). 
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Conociendo la solución (7) de la congruencia (4), hallamos no menos 
de una expresión e En efecto, tomado t= V/p, se tiene 


a y 
S= (P, Q=1, 0<Q<V?F, 10/<1. 


p Q =v5 
Por lo a 20Q =r (mód. p), donde |r|<VY/p. Luego, de (4) se 
deduce que |r |? + aQ3 = 0 (mód. p). De aquí y de 0< |r |? + 
+ aQ2 < (1 + a) p se deduce que, si a= 2, tiene que ser |r [2 + 
+ 20? =p ó | r [? + 202 = 2p. En el último caso |r| es par, 
|r | =2r,, p = Q? 4 277. Si a= 3, tiene que ser | r |? + 3Q? = p, 
ó |r 1? + 3Q? = 2p, Ó | r |? + 3Q? = 3p. El segundo caso es impo- 
sible, pues, respecto del módulo 4 el primer miembro es congruente 
con 0, mientras que el segundo miembro es congruente con 2. En el 
tercer caso, | r | es múltiplo de 3, | r | = 3r,, p = Q? + 3r3. 
Suponiendo que dos expresiones del número p en la forma (3), 
p=x + ay y p= 11 + ayi, están ligadas con una misma solución 
de la congruencia (4), hallamos que x= x,, y = Y1. Suponiendo que 
estas expresiones están ligadas con soluciones distintas de la con- 
gruencia (4), hallamos que x ==2y (mód. p), xi =—2yy (mód. p), 
de donde xyi + xy == 0 (mód. p), lo cual es imposible, puesto que 
0 < (xY + xa1yY? < (+ Y) + y) < p? 
c, %) Los términos de la suma S (k) con x=x, y x= —xy son iguales. 


PB) Se tiene ' 
p— 
t (x212 + RE2 t 
S (kt2)= Y EA) = (5) S (B). 


y) Haciendo p—1=2pj, se tiene 


PL PL 
PS (124 (S (1)2= Y) (S(rt2))24 Y) (S (nt2))2= 


== t=1 
Sy (An ura 
xy (x 
-3 sír=2 2 Y ( ). 
x=1 y=1 k=0 
Si y no es al axoa p—x, el resultado de la sumación respecto 
de k es igual a E si y=x o y=p—x éste es iguala 


(p—1)X (2) . Por lo tanto, 
1 2 1 2 
ps (a+ (me=epp- p= (35 (0) +(55(m) 
2—1030 
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10, a. Se tiene 
X2—DY2= (01 +41 VD) (%2 + Ya VD) (u1— 
—y VD) (%2 + Ya VD) =*2. 
b. Tomando cualquier t; que cumpla la condición ty, >1, AS 
unos enteros xy, yy que cumplen la condición | yy YD—x1|< a 
0<y<twti, de donde, multiplicando término a término por 
y VD+x< 21 VD+1, MISIVA +1. Tomando 
ta > 1, de modo que sea | yy YD—x1| > 57 a hallamos unos nuevos 
enteros xXz, Ya que cumplen la condición | xP?—Dy3|<2 YD+1, etc. 
De aquí se deduce que en el intervalo —2Y/D—1<k<2 VD+ 1 existe 
un entero 'k, distinto de cero, tal que entre los pares Xi, Ya: Xa, Y2;-- 
hay un conjunto infinito de pares x, y que cumplen la condición 
x2—Dy2=k; entre estos últimos siempre habrá dos pares Ej, m1 y 
Ea, M. que satisfacen a la condición Ej =Ez (mód. |%|), n= 
== a (mód. ||). Determinando los enteros Eg, fp mediante la igualdad 
E0 +10 VD=(+m1 VD) (62—n2 VD), se tiene (pregunta a) 
E3—Dr=14 12, Eo =El— Dni =0 (mód. |%]); 
No =— Em FE1m = 0 (mód. |£ |). 
Por lo «tanto, to=E|k], no=n8|4], donde E y y son enteros y 
E—Dn3=1. 
Cc. Los números x, y que se determinan por la: iguatdad (2) satisfacen 
(pregunta a) a la ecuación (1). 
Suponiendo que existe un par de enteros positivos x, y. que satisfacen 


a la ecuación (1), pero distinto de los pares que se determinan por la 
igualdad (2), para cierto r=1, 2, ... tendremos 


(xo +yo VD) < x+y VD< (xo +0 VD)"*. 
De aquí, dividiendo término a término por (xo-+ Yo YD)", obtenemos 
1<X4+Y VD<x0 +40 VD, (3) 
donde (pregunta a) X e Y son enteros que se determinan por la igual- 
dad 
x+y VD 
X4 Y Y De ——_—_——_——_—— 
— vb (xo +Yo VD)" 


y satisfacen a la ecuación 


=(x+y VD) (x0—Yo VD)" 


X2—DY2=1. (4) 
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Pero de (4) se deducen las desigualdades 0< X—Y YD< 1, las cua- 
les, junto con la primera desigualdad (3), muestran que X e Y son 
positivos. Por lo tanto, la segunda desigualdad (3) contradice a la 
difinición de los números Xp, Yo» 
11, a, a) Se tiene 
O A. 
e 4 


[Ua, p2=Ua, pUa, p= Y) 2 (5) 


t=1 x=1 


Para t=1 la sumación respecto de x da p—1; para ¿ >1 resulta 
| (5) Por lo tanto 
=(5): 


p-1 ¿ 
(Va, pR=p—1—D) (5) =>", 16, pl=V7. 
t=2 
Oo sea 
p-1p-1 


al 

== x+t xy 2xi— 

|Ua, p[?=Ua, pUa, p= Y) > ( - y (5)* dd 
t=0 x=0 


Para t=0 la sumación respecto de x da p—l; para t >0 resulta 


at 
2 — 
—e  ?P., Por lo tanto 


p-1 27 2 
a A Uy P =P, |Ua, pI=Vp. 


P) Si (a, p)=p el teorema es evidente. Si (a, p)=1 éste se deduce de 


a ce axy 2 a 
E a ES 


b, a) Supongamos que r recorre los restos cuadráticos, y na los no-res- 
tos cuadráticos, comprendidos en el sistema completo de restos. 
Se tiene 


ar 


2 
Sa, p=142 Ne ”P. 
Tr 
Restando de aquí término a término 
2 2 
0=14Ye >+)Ne  ? 
y » 


se obtiene la igualdad indicada. 
128 
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B) Se tiene 
m-—im-—i 2xi a(t24-2tx) 
m 


|Sa, m 12= y S é 
t=0 x=0 
at2 


T 
Para un f dado la sumación respecto de x da me mM 50, según que 
sea divisible 2f por m o no. Si m es impar, se tiene 
a-02 
m 


21 
| Sa, m 2=me 


=m., 


Si m es par, m=2my, se tiene 
.02 ! 
( E a 5) 
|Sa, m1? =m e sd e nds ed 
Aquí el segundo miembro es igual a cero si my es impar y es igual 


a 2m si my es par. 
y) Para cualquier entero b, se tiene 


m-t 971 429424bx 


Sa, m |=| 2 a Él IB 


de donde, eligiendo b de la condición 2Ab = a (mód. m), se obtiene 
(pregunta f) el resultado indicado. 
12, a, a) Se tiene 


, M+Q-1m-1 271 2-8) 
mN 0()=Y Y > 0(7)e mm 
z z s=M a=0 


La parte de la suma del segundo miembro que corresponde a a=0, es 
igual a 0) 0(2); la parte que corresponde a los valores restantes 


de a es en calde absoluto (pregunta 11, c, cap. HI) 


m—i M+Q- Da 
<A pa | 2 m a 8). 


P) Es suficiente aa que li suma 
LO 1 m4 y 22 NY HD 
T= y ds = 
z y=0 y1=0a=0 
la cual es igual al producto de m por el número de soluciones de la 
congruencia 2 ue N — y + Yi (mód. m), es positiva. Pero la parte 
de esta suma que corresponde a a = 0, es igual a 
Zi; h=1+41, 
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La parte que corresponde a un valor a >> O dado, es en valor absoluto 


menor que 
; 1 
Ao min (5 5) A 
(5) 


Por consiguiente, la parte que corresponde 3 todos los valores posi. 
tivos a, es en valor absoluto menor que 
SE 


o0 oo 2 
249 Y) min (a, < 3) < 2% Ñ h3 da. + + da ) =20mh. 
a=1 m 


a2 


[] 


R 
Por lo tanto, 
T > Zh2—2Agmh > 0. 


b, a) Se deduce del teorema de la pregunta 11, a, a) y del teorema 
de la pregunta a. 

P) La desigualdad de la pregunta a) da R—N=0 V pÍnp. Además, 
es obvio que R+N=Q. 

y) Del teorema de la pregunta 11, b, $ ) se deduce que se cumplen las 
condiciones del teorema de la pregunta a, ax) si se hace m = p, d(z) = 

A = V p, y z recorre los valores 2= 1%, x=0, 1, ..., p — 1. Pero 
entre los valores de z hay uno que es congruente respecto del módulo p 
con 0 y sendos pares que son congruentes respecto del -módulo p con 
cada resto cuadrático del sistema completo. Por lo tanto, 


Y) D()=2R, 0 (2)=p 
% z 


y se obtiene 
R=Sp+0 Von p. 


9) Se deduce del teorema de la pregunta 11, b, y) y del teorema de 
la pregunta a, a). 

e) Del teorema de la pregunta 0) se deduce que se cumplen las condi- 
ciones del teorema de la pregunta a, a) si se hace m=p, OD (2)=1, 
A=VP In p, y z recorre los valores 2 =Ax?; x= Mo, Mo +1, ..., Mo+ 
+Q0—1. Por lo tanto, 


N'0(2)=7, No()=0 


de donde se deduce la fórmula indicada en la pregunta, 
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c. La parte de la suma que contiene los términos con (5) =1, es 


igual a p(R34-N2), la parte restante es igual a —2pRN. Por lo tanto, 
toda la suma es igual a p (R—N)2. 

La parte de la suma que contiene los términos con a=0, es igual a 0. 
La parte restante es en valor absoluto menor (pregunta 11, e, cap. 11M), 


p-1 M+Q-1 E = p-1 M+Q—-1 29429 
A EA y |<, 


a==1 x=M 


Por consiguiente, 
P(R—N)Y< p3(In p)2, |R—N|<VpInp. 


Respuestas a las preguntas del capitulo VI 


1, a. Si q es un número primo impar y aP == 1 (mód. q), entonces 
a respecto del módulo q pertenece a uno de los exponentes d = 1; 
p. Si ó = 1, se tiene a == 1 (mód. q), si 6 = p, se tiene q — 1 = 2px; 
x es entero. 

b. Si q es un número primo impar y a? + 1 ==0 (mód. q), entonces 
a? == 1 (mód. q). Por lo tanto, respecto del módulo q el número a 
pertenece a uno de los exponentes 6 = 1, 2, p, 2p. Los casos Ú = 1; 
p son imposibles. Si $ = 2, se tiene al == 1 (mód. q) a+ 1=0 
(mód. q). Si Ú = 2p, se tiene q — 1 = 2px; x es entero. 

c. Son primos de la forma 2px + 1, por ejemplo, los divisores primos 
del número 2? —1. Sean p,, Pz, ..., ph cualesquiera k números 
primos de la forma 2px + 1; el número (ps, Pz, . . . pr)? — 1 posee 
un divisor primo de la forma 2px + 1, distinto de p,, Pa, .- ., Pp: 
d. Si q es primo y 22”+ 1 == 0 (mód. q), entonces 227? = 1 (mód. q). 
Por lo tanto, respecto del módulo q el número 2 pertenece al exponente 
27+1 y, por consiguiente, q — 1 = 28*tl x; x es entero. 

2. Evidentemente, respecto del módulo a? — 1 el número a pertenece 
al exponente rn. Por lo tanto, n es un divisor de y (ar — 1). 

3, a. Supongamos que después de realizar la k-ésima operación se 
obtiene la sucesión inicial. Evidentemente, la k-ésima operación 
es equivalente a la siguiente: en la sucesión 


1, 2, ..., n—1,n,nn—1, ...,2,1,1,... 
«. n—1,nnn—1,...,2,1,2,. 


se toman los números que ocupan los lugares 1, 1+ 2%, 14-2.2k... 
Por lo tanto, en la sucesión inicial, en el 1 + 2k lugar tiene que estar 
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el número 2. Por consiguiente, la condición indicada en la pregunta 
es necesaria. Pero ésta también es suficiente, puesto que al cumplirse 
se tienen las siguientes congruencias respecto del módulo 2n — 1: 


l=1l, 14 Mm 0 14 22=-—!l,... 


l=1, 14 2R=2, 14 22R=x3, ... 
b. La solución es análoga a la solución de la pregunta a. 
4. La solución de la congruencia x% = 1 (mód. p) pertenece a un expo- 


o bien 


nente de la forma Er donde Ó” es un divisor de $. Aquí 0” es un 
6 


múltiplo de d cuando, y sólo cuando, il (mód. p). Escribiendo 

todos los d valores de 5” y tomando f=1, obtenemos S'=*Y y (d) Sá» 
do 

donde S' es el número buscado y sa=Í. 


5 e ti OO PE 
5, a. Aquí ($ 3; ejemplo e, $ 5) tiene que ser (51) = l. Esta 


condición se cumple para g=3. 


_b. Aquí no tiene que ser ( =1, g?=1 (mód. 29 +1). Esta con- 


g ¡) 
12p +1 
dición se cumple para los.valores indicados de g. 

í i g = 4 = 
€. Aquí no tiene que ser (14) =1l, gt=1 qmos: 4p+1). Esta 
condición se cumple para g=2. 


d. Aquí no tiene que ser ( )= l, ga = 1 (mód. 27p +1). Esta 


O 
2np +1 
condición se cumple para g=3. 
6, a, a) Si n es múltiplo de p — 1, el teorema es evidente. Supongamos 
que n no es divisible por p— 1. Los números 1, 2, ..., p — 1, sin 
tener en cuenta el orden que siguen, son congruentes respecto del 
módulo p con los números g, 2g, . . ., (p — 1) g, donde g es una raíz 
primitiva respecto del módulo p. Por lo tanto, 

Sn =g"S, (mód. p), Sn =0 (mód. p). 
B) Se tiene n =£"Sn ( p) n ( p) 


| , p-1 91 pt 
(5D) = Y +? +2 

x=1 x=1 
de donde (pregunta a)) se obtiene el resultado indicado. 
b. Si p >2, se tiene 


p—i1 
2 (mód. p), 


p—i1 
1.2... (p—1)=g1+?+-*-+?1 5 g 2 =-—1 (mód. p). 
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7, a. Se tiene o 81% = a (mód. pp. ind,, 4 indy g1 = indy a (mód. p—1), 
inda, a = a ind a (mód. p—1). 

b. De ind¿ a = s (mód. n). ind,, a =0 mdg a (mód. p— 1) se deduce que 
ind, e = as = sy (mód. n). 

8. 5 (n, p—1)=1. Hallando u de la condición nu = 1 (mód. p—1), 
obtenemos la solución x = at (mód. p). 

_Supongamos que n es primo, p—1=n*%t, q es un enter positivo, 
(t, n)=1. Si la congruencia es posible, se tiene a” 22% =1 (mód. p); 
si a > 1, entonces, observando que 2 = gate (mód. p), r=0, 1, 


.., n—1, son todas las soluciones de la congruencia 27 = 1: (mód. p), 
para cierto r¿=0, 1, ..., n—1, se tiene 


nee na Hr = 1 (mód. DP; 


si a >2, para cierto r2=0, 1, ..., n—1, se tiene 


= _ —1 
ae 30 221, +n% tra3=] (mód. p), 


tc.; finalmente, para cierto rg-14=0, 1, ..., n—1, se tiene 


a—1 
at ¡As nitro, ii: 


Hallando u y v de la condición tu—nu= —1, se obtienen n soluciones: 
a—2 a— Y 
x =0% ut(rypnarzt>- .+n Ta. p+a tr (mód. p); 

r=0, 1, ... n—1. 


Supongamos que el número primo n, es un divisor de (n, p — 1), 
n= niño, n2 > 1. Para cada solución de la congruencia y" = 
=a (mód. p) buscamos una solución correspondiente de la congruencia 
x"2 = y (mód. p). 
9, a. Del modo indicado se obtienen ccyC, .. . Ch = Q (m) caracteres. 
Supongamos que para dos caracteres xi (a) y xz (a) son distintos 
entre sí los valores R' y R” de alguna de las raíces R, Ro, Ri, ..- 

, Ry; para el número a,, cuyos índices son todos iguales a 0, a excep- 
ción de uno, correspondiente a los valores indicados R* y R”, e igual 
a 1, se tiene 

Ya la) =R", xa (a1) =R”. 


b, a) Se tiene q (1)=R0 ... Ri= 
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P) Sean y”, ..., Ya; Y” »... Ya los sistemas de índices de los números 
ay y az; entonces y" +”, .... Ya + Y es el sistema de índices del 
número ayaz (e, 8 7). 

y) Si ay = az (mód. m), los índices de los números ay y az son congruen- 
tes entre sí respecto de los módulos c, ..., Ch. 

c. La propiedad Se se o de 


ch—-1 
Ss 1 (a)= 3 R?... Y RiR, 
a=0 Yp=0 


d. La propiedad indicada se ee de 
Y 
Y 1 (a) = Y R? ... S Rar. 


e. Supongamos que yp(a,) no es igual a 0; de la igualdad y (a¡) = 
= y (a1) y (1) se deduce que: y (1) =1. Por otra parte y (a) es diferente 
de O si (a, m)=1; en efecto, determinando a” de la condición aa” = 


= 1 (mód. m), obtenemos y (a) y (a')=1. 
Si (a,, m)=1, se tiene 


1(%) _«' x(aja)  y(a) xa). 
3072 y (aya) Hay E (a) ” 


10) _ a... 
or lo cual, o =0 o bien y (a4) =X (ay) para todos los valo- 
p a+ +0 y (a) =% (as) p 
res de ay. Pero la primera proposición no puede verificarse para todos 
los x, pues en caso contrario sería H=0, mientras que H =p (m) ya 
que, sumando para un valor dado a respecto de todos los caracteres, se 
tiene 


x(a) q (m), si a =1 (mód. m), 
y (a) =1*; en caso contrario. 


0) Si Rs... y R”, ..., R¿ son los valores de R, ..., Rh, co- 
rrespondientes a los caracteres xi (a) y x2(a): entonces yy (a) ya (a) es 
el carácter cuyos valores correspondientes son R'R”, .... RiRie 


B) Cuando R, ...., Rf recorren todas las raices de las correspondientes 
ecuaciones, R'R, ..., RiRx recorren en ciesto orden las mismas raíces, 


y) Determinando 1!” de la condición 1” «= 1 (mód. :m), se tiene 


D0= 2 zen 117 = 21101. 
Xx 
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lo cual es igual a p(m) o a 0, según que sea a = 1 (mód. m) o no. 
10, a, a) Determinando x” mediante la congruencia xx” = 1 (mód. p), 
se tiene 


p-1 271: ind (x+R)—líndx  -—1 9744 ind (14hx") 
n n 
e = > e = —1, 
x=1 x=1 


$) Se tiene 
p-1 Q0-10Q-1 ont! ind (x+71)—! ind (x-+2) 
Ss= > y € ds ¿ 
x=0 21=0 2=0 
Si 2,=2 la sumación respecto de x da p— 1, si 2, no es igual a z la 
sumación respecto de x (pregunta a)) da —1. Por lo tanto, 
S=0 (p—1)—Q(Q—1)=(p9—0)0. 
11, a, a) Se tiene : 
p-1p-1 pik ind 9 ¿16-07 
|Ua, pl2= Y, Ne. ne Pp = 
t=1 x=1 
P-1 2mi ¿na 
=p—1— > e =P. 
t=2 
B) Si (a, p)=p, el teorema es evidente. Si (a, p)=1, el teorema se 
deduce de 


27 ind a 7-1 om? ind ax 202% 2 + into 
Ua, p=8 CE ne P=e Us, p- 
x*=1 


y Evidentemente, A y B son enteros y | S ]2=A24 B?, Para ciertos e, 
e”, e” que cumplen la condición |e|=]e8"|=e"]|=1, se tiene (pre- 


gunta f)) 
p-1 p-1ip-1 q nd 21 + ind z 971 21047 (+1) 
s- o 
NA 21=1 2=1 x==0 
Si 2,+z no es igual a p, la sumación respecto de x da cero. Por 
lo tanto 


0) Se tiene 
2x4 
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La parte de esta expresión que corresponde a k=0, es igual ——. 


La parte que corresponde a todos los valores positivos de k es en valor 
absoluto menor que (pregunta «)) 


1 = 
(1-7) v?. 
b. a) Para un valor de 2 dado, la congruencia xT = 2 (mód. p) es 


posible solamente cuando ind 2 es divisible por 6, teniendo en este 
caso Ó soluciones. Por lo tanto 


O O (LS >), 
zo 


donde zp recorre los números del sistema reducido de restos respecto 
del módulo p que cumplen la condición ind z=Ñ0 (mód. 0). Por lo 
tanto (pregunta a, 0)) 


Sa, p <5 (1-5) Vó=06—0 V?. 


$) Haciendo 
x=U4 +4 prio; u=0, ..., pri—1, v=0, ..., p—1, 


se tiene 
n 
214 E y eds 
z p* = g2ria (u"p nun »). 
Si (u, p)=1 la sumación respecto de v da cero. Por lo tanto 
p1_1 
S pe ¿nia perl Ss .=0 
a, p* " “ap. 
xo=0 


y) Sea p* la máxima potencia de p que divide a n. Se tiene s > 143. 

Haciendo 
x=4u4p po 

obtenemos 


ig, y=0, ..., pi 1, 00, ..., pri 1, 


n 
2311 


e p* —= ¿2nia (up 54 nun— ip 1 1o) 
Si (u, p)=1 la sumación respecto de v da cero. Por lo tanto 
n 


xo9=0 
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a a tias ra » 
8) Sea m=p,*... p,* la descomposición canónica del número 


Haciendo 
E 1 
Ta, m= Simi o Mip i=...=Mp,* 


y determinando ay, ..., az de la condición 
a= Mja4+... + Mnaz (mód. m), 
se tiene (pregunta 12, d, cap. 11) 


Ta, m=T O E , 
a Pr1 Ay, PR 


Pero, si s=1, se tiene 


O) ra 


IT, ya <P Y p< mp 0. 
Sil<s<mn, (n, p)=1, se tiene 
A A SE 
Sil<s<mn, (n, p)=p, se tiene 


[T, <p <p Sn. 
El caso s >n, en virtud de que Ta, pa =p Pp So, ¿en=Ta, pon 
se reduce al caso s <n. Por lo tanto 


[Tam | <C=n", 
de donde se deduce la desigualdad indicada en la pregunta. 
12, a. Se deduce del teorema de la pregunta 1l, a, a) y del teorema 
de la pregunta 12, a, a) cap. Y. 
b, a) Se tiene 
M4+Q-1 n-1 27 Hlindx=8) 
Tn= Ss y e dd 
x=M R=0 . 
Para k=0, sumando respecto de x, resulta Q; para R>>0 resulta un 
número cuyo módulo es menor que Y/p Inp. De aquí se deduce la 
fórmula indicada en la pregunta. 
fP) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, f) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta 1l, a, 6). 
c. Tomando f (x)=1, si x recorre los valores x=ind M, ind(M>+1), ... 
..., ind (M4 Q—1), resulta (pregunta 17, a, cap. 11) S'= Y p(d)Sg. 
dip—1 
Aquí S' es el número de valores de x que cumplen la condición (x,p— 1) = 1; 
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por lo tanto, S'=H., Por otra parte, Sy es el número de valores de x 
que son múltiplos de d, es decir, es el número de restos de grado d 
que hay en la sucesión M, M+1,..., M+Q—1. Por consiguiente, 


H= Y ua (E +0 VpInp); 1% ]|<1, 04=0. 
dip—1 
d. Del teorema de la pregunta a se deduce que se cumplen las condi- 
ciones de la pregunta 12, a, a) cap. V, si se hace m=p—1, D(2)=1, 
A=VpInp, y z recorre los valores 2=indx; x=M, M+1, 
, M+Q—-1. Entonces se obtiene (Q¿ en lugar de Q) 


Y 09=1, No)=0, 1=%-04+0V5(npp 
z 2 
13. Supongamos que no hay no-restos no superiores a h. La cantidad 
de no-restos de grado n que hay entre los números 

,..., 0 Q=[Vp (in p)] 
se puede acotar de dos modos: 
Partiendo de la fórmula de la pregunta 12, b y teniendo en cuenta 


que pueden ser no-restos solamente los números que son divisibles por 
números primos mayores que kh. Resulta 


Linp+2 In in p 


te In +0 as" 
 Inp+21n Inp 
EE aL 1 
0< In —— HE +0 ( n )- 
1420 Minp np 
Tnp 


La imposibilidad de la última desigualdad para todos los números p 
suficientemente grandes demuestra el teorema. 
14, a. Se tiene 


m—i m-—im-—i1 ri A(V1—4) 
IsB<x Y Y Y AUDE” m 
2=0 yi=0y=0 


Para valores dados de y, e y, la sumación respecto de x da Xm | p (y)|2 
o cero, según que sea yy =y o no. Por lo tanto 


IS<XYm, 18|<YXYm. 
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b, a) Se tiene 
a 1 m 
| 592 21010 yl 


donde u y vu recorren los sistemas reducidos de restos respecto del 
módulo m. De aquí que 


m—im-—i axy 


¡AY 
A) Y) Y ymewe a, 
x=0y=0 
v(x)= y 10, p0= Y x(). 
u” =x (mód. m) »” = y (mód. m) 


Pero, se tiene (pregunta 11, cap. 1V) 
m—1 m—i 
2 110 P<Ko(m), - Y Ip(0 12 <Ko (m). 
x= y=0 


Por lo tanto (pregunta A 


1S|<-—— VKo (m9 Ko (m)m=K Vm. 


a] 
B) Sea m=2%pp1 ds Pp." la descomposición canónica del número mn. 
La congruencia xn = 1 (mód. m) es equivalente al sistema 


xn = | (mód. 2%), xn =1 (mód. Ps ., x= 1 (mód. Pre). 


Sean y (x) y yo(x) los índices del número x respecto del módulo 2% 


(€. $ 6). La congruencia xn == 1 (mód. 2%) es equivalente al sistema 
ny (x) = 0 (mód. c), nyo (1) = O (mód. co). La primera congruencia de 
este sistema posee no más de 2 soluciones; la segunda posee no más 


de n soluciones. Por lo tanto, la congruencia xr = 1 (mód. 2%) posee 
no más de 2n soluciones. Según b, $ 5, cada una de las congruencias 
xn == 1 (mód. Pp), ..., x= 1 (mód. Pr") posee nc más de n solucio- 


nes. Por consiguiente, 
inn 


K<S2(+(m) 22; K=0(m*). 


c, a) Fácilmente se observa que 3 recorre 


U=(p—1) (1+-7) son (mL 
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valores, y s' recorre 


V=(p—1) (1-3) pl (1-37) d 


valores. Además, cuando tf, para unos valores dados de s y s”, recorre 
el sistema reducido de restos respecto del módulo p-—1, el producto 
(s+s8') ft también recorre el sistema reducido de restos respecto del 
“módulo p—1. Por lo tanto, W=UVS. Pero, en virtud del teorema de 


la pregunta a, se tiene |S¿|< YUVp y, por consiguiente, W= 


=0Q (p—1) YUVp. Comparando las dos expresiones halladas para W, 
se obtiene 


—. k — 
S<o(p—1) y sE O 
| A V (1- ] ) (1-7) 
a)“ mA] 

2 eM—D 7. 

Tr” Vo. 
B) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. Y y del teo- 
rema de la pregunta a). | 
y) Se deduce del' teorema de la pregunta 12, a, f) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta a). 
15, a. Se tiene 


pi p4 q 207104 (1D 
[S¡2= Ss $ e 2 ; 
t=1x=1 
En el caso tn = 1 (mód. p), la sumación respecto de x da p—1 si 
t=1 y —1si ¿>1. En el caso contrario, tomando 2(t—1)-1 en 
lugar de x la parte de la suma doble que corresponde al valor + ele- 
gido la expresamos en la forma 


1 97 200?) (1192402 
e Pp 
2=1 
Por lo tanto 
que 


P-1ip-1 2 == 
ISP<Sp—14] Y vere? , 
Umi P= 


donde y (u) mo es superior al número de soluciones de la congruencia 
(tn—1) (t—1)78 = u (mód. p) con la condición £>1, y |p(o)| no es 
superior al número de soluciones de la congruencia zn == y (mód. p). 
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Por lo tanto, v (u) <2r4, | p (0) | < ny, 
p-1 p-1 
Y (v(0)2<(p—1)21, Y lo() 2 <(p—1n,. 
u=1 v=1 

Aplicando el teorema de la pregunta 14, a, obtenemos 


-1SB< pt a ca 
b, a) Se deduce del teorema de la pregunta a y del teorema de la 
pregunta 12, a, a) cap. V. 
B) Del teorema de la pregunta a) se deduce que se cumplen las con- 


diciones del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. V si se hace m= P, 
1 ] 


0(3)=1, A=>1 p* In p, y 2 recorre los valores 2=Axn; x=Mo, 
Mo+l, ..., Mo +Q0—1. Por lo tanto 

Y 0()=T, NoO()=0, 

- 2 z 
de donde se deduce la fórmula indicada en la pregunta. 


c, A) Supongamos que y = 4ayy (mód. p). Se tiene (pregunta ll, a, 
cap. V) 


a . La Yix 
(E E -3 ( te ). 21 Ea 
p-i p—i1 2 (4a3x34-4abx4-4ac+4ay1xz-1) 
SS pe 
Ni Us, p 2 Pp 


z==1 x=0 
p-i ; —(b2—4ac)2—2bp1—yizl 
T OE 


=Ne” p 


La última suma es en valor absoluto (pregunta a) <=. 


f) Se deduce del teorema de la pregunta a) y del teorema de la 
pregunta 12, a, a) cap. V. 


Respuestas a los ejercicios 
numéricos 


Respuestas a los ejercicios del capitulo I 


l, a. 17. b. 23 
15 19, 0 
A MA 
80 1002 8 
b. 0) do=3 35 PB a=235+251000:" 


3. En total se obtienen 22 fracciones. 
5, a. 28.35.]113, b, 23.33.54.73.112.17.-23.37. 


Respuestas a los ejercicios del capítulo II 


“1, a. 1312, 

b. 2119.359 .531,719.]]1Í,139.177.196.235.291.314.373.413.43 2 x 
Xx  473.532.592.612.67.71.73.79-83-89-97-101-103-107-109-113. 
2, a. T (5600) = 36; S (5600) = 15 624. 

b. 7 (116 424) = 96; S (116 424) = 410 400. 

3. La suma de todos los valores es igual al. 
4. a) 1152; f) 466 400. 
5. La suma de todos los valores es igual a 774. 


Respuestas a los ejercicios del capitulo HI 


1, a. 70. b. Es divisible. 
2, a. 33.52.112.2999, b, 7.13.37-73-101-137.17+19.257, 


13—1030 
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Respuestas a los ejercicios del capitulo IV 


l, a. x=81 (mód. 337). b. x= 200; 751; 1302; 1853; 2404 (mód. 2755). 
2, b. x =1630 (mód. 2413). 
3. x=94>+ 11] t; y =39 4 47 t, donde f es un entero arbitrario. 
a. x= 170b, + 52b2 (mód. 221); 

x == 131 (mód. 221); x = 110 (mód. 221); x = 89 (mód. 221). 
. X == 11 1516, + 11 800b2 + 16 875b3 (mód. 39 825). 
x == 91 (mód. 120). b. x =8479 (mód. 15 015). 
x == 100 (mód. 143); y == 111 (mód. 143). 
. 34 + 244 3x2 4 2x==0 (mód. 5). 
. +54 34 3x+ 2=0 (mód. 7). 

8. Xx 4 4x5 4 22% + 76x3 + 70x2 + 52x + 39 =0 (mód. 101). 
9, a. x=" 16 (mód. 27). b. x = 22; 53 (mód. 64). 
10, a. x == 113 (mód. 125). 

b. x == 43, 123, 163, 248, 293, 373, 418,-498, 543, 623, (mód. 625). 

l1, a. x =2, 5, 11, 17, 20, 26 (mód. 30). 

_b. x==76, 22, 176, 122 (mód. 225). 


> 


po 


EOS 


Tp 


Respuestas a los ejercicios del capitulo V 


l, a. 1, 2, 3, 4; 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18. 

b. 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 29, 31, 32, 35. 
. 2) 0; B) 2. b. a) 0; B) 2. 
. 2) 0; B) 2. b.a) 0; B) 2. 
. 2) x= +9 (mód. 19); $) x= = 11 (mód. 29); 

» x= + 14 (mód. 97). 

b. a) x== +66 (mód. 311); $) x = +130 (mód. 277); 

Y) x = +94 (mód. 353). 

5, a. x == 3-72 (mód.- 125). b. x = +127 (mód. 243). 
6, a. x == 13, 19, 45, 51 (mód. 64). b. x == 41, 87, 169, 215 (mód. 256) 


2, 
3, 
4, 


Respuestas a los ejercicios del capitulo VI 


a. 6. b. 18. 
a. 3,3,3.b. 5, 5, 5. c. 7. 
a. 2) 0; P) 1; y) 3. b. a) 0; B) 1; y) 10. 
a. d) x = 40; 27 (mód. 67). B) x = 33 (mód. 67). 
y) x=8, 36, 28, 59, 31, 39 (mód. 67). 
b. a) x==17 (mód. 73). $) x=50, 12, 35, 23, 61, 38 (mód. 73), 
y) x =3, 24, 46 (mód. 73). 


HN 
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. 2) 0; f) 4. b. a) 0; PB) 7. 
. A) x= 54 (mód. 101). fB) x = 53, 86, 90, 66, 8 (mód. 101). 


x = 59, 11, 39 (mód. 109). 


. 4) 1,4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17; $) 1,7, 8, 11, 12, 18. 
. a) 1, 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36; 


B) 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34. 


. 9) 7, 37; B) 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34. 
. 0) 3, 27, 41, 52; 


B) 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59 


TABLAS DE INDICES 


NUMERO PRIMO 3 
1234567809 | 234567809 


mo teosseros dorooisoroo 
e O 


NUMERO PRIMO 5 


0123456789 1/0 234567809 


MATTE 


NUMERO PRIMO 7 


234567809 J10 1 456789 


no 
eo 110 


NUMERO PRIMO 11 


NO 1234567809 234567809 


o 7|ajs 


5/10 


NUMERO PRIMO 13 


NO 123456789 01234567809 


0 0| 1|4¡2|9 5]u a] 11 2 dk a] ss 
11101 7/6 1 [10] 7 


o 


NUMERO PRIMO 17 
NO 1234567859 


15| 11) 10| 2 


21 5/15 
9 6]| 8 
NUMERO PRIMO 19 


Nl0 12345567809 


0 Oj 1|13| 2/16/14 6/ 3/8 


1117/12/15) 5 7/11] 4/10 9 


NUMERO PRIMO 23 


Nj0 1234567809 


NUMERO PRIMO 29 


No12345673809 
ll sl alaol 6l12l al 
7lis 181271 4191111 
261201 8l 16 19| 15 14 


10 


0 0 
1 123] 25 9 
2 124] 17 


NUMERO PRIMO 31 


No 1 2134 56 7 8 9 


ol | ola«| 1Í18| 20l 25! 2sl 19) 9 
114/93) 19) 111292911 6| 7126| 4 
21 el 29] 17| 27| 13 10] 5| 3| t6| 9 
3h15 
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1f0 1234567809 


131 5/15| 11/16/14 
2 6 


[0 1234567809 


oli al 48/1613) 7114 9118 
111715111) 3| 612) s|10 


lorzseso7os 


1] 5| 2/10| 4/20; 8/17/1611 
9 22| 18¡21/13|19| 3/15] 6| 7 
2114 


2134567809 


0| 1j 2| 4] 8|16| 3| 6/19/24] 19 
1] 9/18] 7] 14 28] 27] 25] 21| 13] 26 
2 |23| 17| 5/10| 20| 11 22] 15 


234567859 


a] 
o 
ps 


8| 24] 10/ 30] 28| 22] 4| 12 
1411 


pr Jos 
OO 


dd dpadadas 19| 26| 16| 17| 20| 29 


N -=- 0 
ano 


21 6/18/23] 7/21 
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NUMERO PRIMO 37 


N|J0 123456789 


NUMERO PRIMO 41 


Nl0o1234567809 


5| 12 22| 1|39| 38| 30 
1] 25| 37| 24] 331 16| 9 


pu (0) () 


8|19|21| 2/32/35] 6 


NUMERO PRIMO 43 


No 12. 3456789 
0 o|27 1| 121 25| 28l 35| 39| 2 
1 |1ol 301 13| 391 20| 26| 24| 38| 29119 
2 la7l 361 15| 161 401 sl 171 sl slá1 
3 l111 341 9] 31123| 18| 141 7| 433 
422] 6|21 


NUMERO PRIMO 47 


NJ0 1234567809 


0 0| 18| 20] 36| * 1 
1119/ 7/10/11] 4|21 
2 137| 6|25| 5|28| 2] 29 
3|39| 3] 44] 27| 34] 33 
4| 9| 15| 24] 13| 43| 41 


0 0| 1¡26| 2| 23| 27| 32 316. 
1 [24| 30/ 28| 11/33] 13] 4] 7/17/35 
2 [25 22] 31| 15 29| 10| 12] 6| 34| 21 
3]14| 9| 5/20| 8| 19| 18 


6|13| 4/17] S5|11] 7 - 


/1J0 1234567809 


234567809 


6| 36| 11| 25| 27| 39] 29| 10] 19 
8| -4| 24|21| 3| 18| 26| 33| 34 
5| 5|30| 16| 14| 2] 12| 31| 22 
AS 15| 8| 7 


/1(0 12345675859 
38| 28| 41| 37] 25| 32 
6| 22| 23| 26| 35] 19 
6| 5|15| 2| 6/18 
7/21/2017] 8 


ol 1l 5|25|31| 14 23| 21) 11 8| 40 
1 1121 13| 18| 43| 27| 411 17| 38| 2110 
21 al 15] 28| 46] 42| 22] 16| 33| 24] 26 
336] 39) 7| 35] 34| 29] 4|20| 6|30 
4| 9| 45| 37| 44| 32| 19 
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TABLAS DE INDICES 


NUMERO PRIMO 53 


ldor23456780 


52| 51] 49] 45 
19| 38| 23 
5| 10| 20 


2| 4/| el 16| 32] 11| 22] 44] 35 
26 
18 


1 117| 34| 15/30| 7| 14/28] 3| 6| 12 


1 


4 |46| 39] 25] 50] 47] 41| 29 


2 124| 48] 431 33] 13 
5 40] 27 


3 137| 21] 4231] 9 


0 


9] 36| 30] 38] 41 


11 17| 2/47] 18| 14] 3134 


0 
48| 6| 19/24] 15| 12] 4/10] 35| 37 


49| 311 7| 39] 20] 42] 25| 51] 16] 46 


E 45| 32| 22] 8| 29] 40] 44| 21| 28 


43| 27| 26 
NUMERO PRIMO 59 


Nlo 1234567809 
13| 33| 5) 23| 11 


0 
1 
2 
3 
4 


5 


lorz234567808 


23456789. 


1 


0 


32| 5| 10| 20] 40 


ol 1150| al 6lsilis| al 42 


238853 
GER 

BRE 
CEEBE 
JEREZ 


38858 
SEE 
23 BRE 
MBE 
GEBRER 
23758 
SEE 
EEE 
SERE 


7 
8 
57 
9 
13 


N 
0 
] 
2 
3 
4 
5 


3| 6|12|24 
22| 44 271 54 
19| 38| 15/30 ' 

17/34] 7 


23456789 


1 


0 


6| 2122| 7/49] 3| 12 
713 
913 


23| 15| 8| 40| 501 28| 4] 47| 13| 26 
2 |24| 55| 16/57| 9| 44] 41| 18| 51] 35 


| 


Oj 1 
45| 53| 42] 33| 1 


3|29| 59| 5/21] 48| 11| 14| 39] 27] 46 
30 


4 |25| 54| 56] 43] 1 


5 
6 
NUMERO PRIMO 67 


0 


1 


mlo1234567809 


NUMERO PRIMO 61 


lorz34567089 


Nlo1234567809 
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NUMERO PRIMO 71 


Nl0 1234567809 


0 0 6|26| 12| 28/32] 1| 18] 52 
8| 39] 7|54| 24] 49] 58| 16 
15| 44 56| 45| 8] 13| 68 


23| 14| 59| 19/ 42] 41 3 


3 
3 
3 
3 
5 
17| 53| 36| 67| 63| 47| 61] 41 


7 
0 
3| 48| 43 10/21] 9|50| 2 
1 
7 


NUMERO PRIMO 73. 


Nlo 1234567809 
ol [ol 8| 6|16| 1| 14/33/24] 12 
1| 91 55| 22] 59| 41| 7| 32] 21| 20] 62 
2 117| 39| 63| 46| 30| 2| 67| 18| 49] 35 
3115| 11] 401 61/29] 34| 28| 64| 70] 65 
4 1251 4| 471 51171| 13| 54| 31| 38| 66 
5 l10127| 3153|26| 56| 57| 68| 43] 5 
6 l23| 58| 19] 45| 48| 60] 69] 50| 37| 52 
7 142] 44| 36 


NUMERO PRIMO 79 


Nj0 1234567809 


0 ol 4| 1| 8|62| 5/53/12] 2 
1 |66| 68| 91 34|57|63| 16 21] 6| 32 
2 170|54| 72] 26| 13| 461 38) 3/61/11 
3167| 56| 20] 69| 25| 37| 10] 19| 36] 35 
74| 75| 58| 49| 76] 64| 30] 59| 17| 28 
50| 22| 42| 77| 7| 52| 65| 33| 15] 31 
71 FE 60| 55] 24] 18¡ 73| 48] 29| 27 
41| 51] 14] 44] 23] 47] 40] 43/ 39 


57| 55| 29] 64| 20] 2265 


23456789 


49| 59/58/51] 2] 14] 27| 47 
28| 54| 23] 19/62] 8|56 
5135 


lo1r234567809 


5| 25] 52| 41/59| 3|15| 2| 10 
31| 9/45| 6|30| 4|20| 27| 62 
17| 12|60| 8] 40| 54| 51] 36] 34 
41 47/16] 7|35| 29] 72| 68] 48| 21 
2| 14] 70| 58| 71] 63] 23] 42] 64] 28 
7| 43| 69| 53| 46| 11/55] 56] 61] 13 
5| 33| 19| 22] 37| 39| 49| 26| 57| 66 


23456789 


3| 9/27| 2| 6/18/54] 4| 12 
29| 8|24| 72| 58] 16| 48] 65] 37 
17| 511 74| 64] 34| 23| 69] 49] 68 
59| 19| 57| 13| 39] 38| 35| 26] 78 
70| 52| 77| 73| 61| 25] 75| 67] 43 
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